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我们想解决下面这个优化问题

我们先不对函数的凸性做任何假设。为了简单起见我们也没有给出不等式约束，但是后面我

们会直接加上这些约束条件。一个很直接（也很笨）的解决办法也是优化下面这个函数：

这儿 I[u]是一个无穷阶跃函数：

如果不满足约束条件，阶跃函数就会给出一个的惩罚。如果能最小化 J(x)，就能解决我们

的问题。但是呢从优化的角度来说，J(x)是一个非常糟糕的函数，因为它既不可微也不是连

续的。能不能用一个更好的函数替换 I[u]呢？表示直线的函数 u 处理起来更简单。选用后

者可能看起来很蠢， 但是在大于等于 0 的情况下，如果约束条件不满足，惩罚项是在正

确的方向上，并且 u是 I[u]的一个下界(见图 1)。
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如果用 u 替换 J(x)中的 I[u]， 我们就得到一个 x 和的拉格朗日函数：

应该看到，在求 L 相对于 的最大值时，对 L 取 的偏导数就得到原来的函数 J(x)。对 x 的
每一个取值，如果函数满足约束条件，也即

那么我们尽量能做的就是让

从而有

当然，也可以让 ，从页 L(x,  )也趋于无穷大。综上，我们有

这个结论很不错，但是它对解决原来那个优化问题有什么作用呢？注意到我们是要求 J(x)的
最小值，现在变成了求



求这个问题很难。但是如果我们改变一下求的顺序会怎么样？我们有

这儿 g( ) = ,即所谓的对偶函数。求对偶函数的极大值问题就变

成了所谓的对偶问题（dual problem），这有别于原始问题(primal problem)。因为 g( )是仿

射函数的点态极小值（L(x,  )是仿射函数），所以它是一个凹函数。求 L(x, )相对于 x 的极

小值可能很困难。但是因为 g( )是一个凹函数并且在 大于等于 0 是一个线性约束条件，

所以求 g( )相对于 的极大值是一个凸优化问题，也是一个简单的问题。但是解决这个问

题和原来那个问题有关系吗？注意到 u 是 I[u]的一个下界。所以，对所有的 ,L(x,

 )是 J(x)的一个下界。所以有，

这儿 p 星和 q 星分别是原始问题和对偶问题的最优解。可以看到，对任意的 , 对偶函

数 g( )是优化问题的一个下界。我们可将求偶函数的极大值问题解释为找到原始问题最大

下界的问题，即

这个不等式被称为弱对偶问题，这个不等式对所有光滑函数都是成立的。 称

为对偶距离。强对偶意味着这两者相等，也即对偶距离为 0。如果优化问题是凸的并且存在

一个严格的可行点(一个满足所有约束条件的点)，那么对偶问题和原始问题的解是等价的。

KKT 条件

当梯度为 0 时，我们可以得到非约束凸优化问题的全局最小值。KKT 条件和约束凸优化问题



的全局最小值条件是等价的。如果强对偶条件成立，并且(x*,  *)是对应的最优解，那么 x*
可以最小化 L(x,  *)，这也是第一个 KKT 条件：

我们可以这样解释这个式子：目标函数和约束条件函数的梯度必须相互平行（并且方向相

反）。这也意味着，沿着约束函数曲面移动不会提高目标函数。图 2 中有一个 2D 呈现说明

优化一个带不等式约束问题的图。

另外，通过定义我们也可得出：

因为

所以我们有

这也是第二个 KKT 条件。




