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回忆知识
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复习微积分：两边夹定理

 当x∈U(x0,r)时，有g(x)≤f(x) ≤h(x)成立，
并且 ， ，那么Axg
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极限

 由右图：sinx < x < tanx，

x∈U(0,ε)

 从而：1< x/sinx < 1/cosx

 即： cosx < sinx/x < 1

 因为：

 从而：

 该式将三角函数和多项式建立了极限关系
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思考

 该式的极限是多少？
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复习微积分：极限存在定理

 单调有界数列必有极限

 单增数列有上界，则其必有极限
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构造数列{xn}
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自然常数

 根据

 从而公式 的极限存在，定义为e。
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导数

 简单的说，导数就是曲线的斜率，是曲线变
化快慢的反应

 二阶导数是斜率变化快慢的反应，表征曲线
的凸凹性

 在GIS中，往往一条二阶导数连续的曲线，我们
称之为“光顺”的。

 还记得高中物理老师时常念叨的吗：加速度的
方向总是指向轨迹曲线凹的一侧
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常用函数的导数
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应用

 已知函数f(x)=xx，x>0

 求f(x)的最小值
 领会幂指函数的一般处理套路

 附： =？
 在计算机算法跳跃表Skip List的分析中，用到了该常数。

 背景：跳表是支持增删改查的动态数据结构，能够达到
与平衡二叉树、红黑树近似的效率，而代码实现简单。
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Taylor公式 – Maclaurin公式

          
      xRxx
n

xf
xx

xf
xxxfxfxf n

n
n

 0
02

0
0

000
!!2

''
' 

            nn
n

xox
n

f
x

f
xffxf 

!

0

!2

0''
0'0 2 



14/60 julyedu.com

Taylor公式的应用

 数值计算：初等函数值的计算(在原点展开)

 在实践中，往往需要做一定程度的变换。
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计算ex

 给定正实数x，计算ex=？

 一种可行的思路：

 求整数k和小数r，使得

 x = k*ln2 + r,  |r| <= 0.5*ln2

 从而：
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Taylor公式的应用

 考察基尼指数的图像、熵、分类误差率三者
之间的关系

 将f(x)=-lnx在x0=1处一阶展开，忽略高阶无穷
小，得到f(x)≈1-x

 从而：

 上述结论，在决策树章节中会进一步讨论
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方向导数

 如果函数z=f(x,y)在点P(x,y)是可微分的，
那么，函数在该点沿任一方向L的方向导数
都存在，且有：

 其中，ψ为x轴到方向L的转角。
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梯度

 设函数z=f(x,y)在平面区域D内具有一阶连续偏导
数，则对于每一个点P(x,y)∈D，向量

为函数z=f(x,y)在点P的梯度，记做gradf(x,y)
 梯度的方向是函数在该点变化最快的方向

 考虑一座解析式为H(x,y)的山。在(x0,y0)点的梯度是在
该点坡度最陡的方向。

 梯度下降法
 思考：如果下山方向和梯度呈θ夹角，下降速度是多
少？
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凸函数

 f(x)在区间I上连续，如果对I上任意两点x1，x2，恒
有f((x1+x2)/2)<(f(x1)+f(x2))/2，则称f(x)在I上是凸
的。

 注：中国大陆数学界某些机构关于函数凹凸性定义和
国外的定义是相反的。Convex Function在某些中国大
陆的数学书中指凹函数。Concave Function指凸函
数。但在中国大陆涉及经济学的很多书中，凹凸性的
提法和其他国家的提法是一致的，也就是和数学教材
是反的。举个例子，同济大学高等数学教材对函数的
凹凸性定义与习惯定义正好相反。另外，也有些教材
会把凸定义为上凸，凹定义为下凸。
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凸函数的判定

 定理：f(x)在区间[a,b]上连续，在(a,b)内二阶
可导，那么：

 若f’’(x)>0，则f(x)是凸的；

 若f’’(x)<0，则f(x)是凹的

 即：一元二阶可微的函数在区间上是凸的，
当且仅当它的二阶导数是非负的
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凸函数

 凸函数更一般的表述

 意义：可以在确定函数的凸凹性之后，对函数进行
不等式替换。

        2121 11 xfxfxxf  
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凸性质的应用

 设p(x)、q(x)是在X中取值的两个概率分布，
给定如下定义式：

 试证明：D(p||q) ≥0

 上式在最大熵模型等内容中会详细讨论。
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注意到y=logx在定义域上是凹函数
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概率论

 对概率的认识：P∈[0,1]
 P=0

 事件出现的概率为0→事件不会发生？

 将位于[0,1]的函数y=f(x)看成x对应y事件的概率
 要求f(x)在定义域[0,1]的积分为1

 古典概型
 排列组合

 概率密度函数Probability Density Function

 累计分布函数
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古典概型

 举例：将n个不同的球放入N(N≥n)个盒子
中，假设盒子容量无限，求事件A={每个盒
子至多有1个球}的概率。
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解

 基本事件总数：
 第1个球，有N种放法；

 第2个球，有N种放法；

 ……

 共：Nn种放法。

 每个盒子至多放1个球的事件数：
 第1个球，有N种放法；

 第2个球，有N-1种放法；

 第3个球，有N-2种放法；

 ……

 共：      n
NP1n-N2-N1-NN 
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实际问题

 某班上有50位同学，至少有2人生日相同的
概率是多少？

0.970.940.890.810.710.570.410.250.12P

504540353025201510n
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装箱问题

 将12件正品和3件次品随机装在3个箱子中。
每箱中恰有1件次品的概率是多少？
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解

 将15件产品装入3个箱子，每箱装5件，共有
15!/(5!5!5!)种装法；

 先把3件次品放入3个箱子，有3!种装法。对
于这样的每一种装法，把其余12件产品装入
3个箱子，每箱装4件，共有12!/(4!4!4!)种装
法；

 P(A)= (3!*12!/(4!4!4!)) / (15!/(5!5!5!)) = 25/91
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与组合数的关系

 把n个物品分成k组，使得每组物品的个数分
别为n1,n2…nk，(n=n1+n2+…+nk)，则不同
的分组方法有 种。

 上述问题的简化版本，即n个物品分成2组，
第一组m个，第二组n-m个，则分组方法
有 ，即： 。
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概率

 条件概率：

 全概率公式：

 贝叶斯(Bayes)公式：
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思考题

 8支步枪中有5支已校准过，3支未校准。一
名射手用校准过的枪射击，中靶概率为0.8；
用未校准的枪射击，中靶概率为0.3；现从8
支枪中随机取一支射击，结果中靶。求该枪
是已校准过的概率。
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分布

 复习各种常见分布本身的统计量

 在复习各种分布的同时，重温积分、Taylor
展式等前序知识

 常见分布是可以完美统一为一类分布
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两点分布
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二项分布 Bernoulli distribution
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二项分布
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二项分布
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考察Taylor展式
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泊松分布
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泊松分布Poisson distribution

 在实际事例中，当一个随机事件，以固定的平均瞬时速率λ(或称
密度)随机且独立地出现时，那么这个事件在单位时间(面积或体积)
内出现的次数或个数就近似地服从泊松分布P(λ)。

 某一服务设施在一定时间内到达的人数

 电话交换机接到呼叫的次数

 汽车站台的候客人数

 机器出现的故障数

 自然灾害发生的次数

 一块产品上的缺陷数

 显微镜下单位分区内的细菌分布数

 某放射性物质单位时间发射出的粒子数
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泊松分布
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均匀分布
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指数分布
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指数分布

 其中λ > 0是分布的一个参数，常被称为率参数(rate 
parameter)。即每单位时间内发生某事件的次数。指数分布的区
间是[0,∞)。如果一个随机变量X呈指数分布，则可以写作：
X~ Exponential(λ)。

 指数分布可以用来表示独立随机事件发生的时间间隔，比如旅
客进机场的时间间隔、软件更新的时间间隔等等。

 许多电子产品的寿命分布一般服从指数分布。有的系统的寿命
分布也可用指数分布来近似。它在可靠性研究中是最常用的一
种分布形式。
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指数分布的无记忆性

 指数函数的一个重要特征是无记忆性(遗失
记忆性，Memoryless Property)。

 如果一个随机变量呈指数分布，当s,t≥0时有：

 即，如果x是某一元件的寿命，已知元件使用了s
小时，它总共使用至少s+t小时的条件概率，与
从开始使用时算起它使用至少t小时的概率相
等。

   txPsxtsxP 
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正态分布
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正态分布
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正态分布
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二元正态分布
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总结
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指数族
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指数族

 指数族概念的目的，是为了说明广义线性模
型Generalized Linear Models

 凡是符合指数族分布的随机变量，都可以用
GLM回归分析
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如：Bernoulli分布和高斯分布
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Bernoulli分布属于指数族
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考察参数Φ

 注意在推导过程中，出现了Logistic方程。
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Logistic函数
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Logistic函数的导数

 该结论后面会用到
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Gaussian分布也属于指数族分布



59/60 julyedu.com
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感谢大家！

恳请大家批评指正！


