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主要内容

 通过实例直观求解高斯混合模型GMM

 适合快速掌握GMM，及编程实现

 通过极大似然估计详细推导EM算法

 适合理论层面的深入理解

 用坐标上升理解EM的过程

 推导GMM的参数φ、μ、σ

 复习多元高斯模型

 复习拉格朗日乘子法
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极大似然估计

 找出与样本的分布最接近的概率分布模型。

 简单的例子

 10次抛硬币的结果是：正正反正正正反反正正

 假设p是每次抛硬币结果为正的概率。则：

 得到这样的实验结果的概率是：
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极大似然估计MLE

 目标函数：

 最优解是：p=0.7

 思考：如何求解？

 一般形式：
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进一步考察

 若给定一组样本x1,x2…xn，已知它们来自于
高斯分布N(μ,σ)，试估计参数μ,σ。
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按照MLE的过程分析

 高斯分布的概率密度函数：

 将x1,x2…xn带入，得到：
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化简对数似然函数
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参数估计的结论

 目标函数

 将目标函数对参数μ,σ分别求偏导，很容易
得到μ,σ的式子：
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符合直观想象

 上述结论和矩估计的结果是一致的，并且意义非常
直观：样本的均值即高斯分布的均值，样本的方差
即高斯分布的方差。
 注：经典意义下的方差，分母是n-1；在似然估计的方法
中，求的方差是n

 该结论将作为下面分析的基础。
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思考：若随机变量无法直接(完全)观察到

 在西单商场随机挑选100位顾客，测量这100
位顾客的身高：

 若这100个样本服从正态分布N(μ,σ) ，试
估计参数μ和σ。

 若样本中存在男性和女性顾客，它们服从
N(μ1,σ1)和N(μ2,σ2)的分布，试估计
μ1,σ1,μ2,σ2。
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从直观理解猜测GMM的参数估计

 随机变量X是有K个高斯分布混合而成，取
各个高斯分布的概率为φ1，φ2...φK，第i
个高斯分布的均值为μi，方差为Σi。若观
测到随机变量X的一系列样本x1,x2...xn，试
估计参数φ，μ，Σ。
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建立目标函数

 对数似然函数
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目标函数

 由于在对数函数里面又有加和，我们没法直
接用求导解方程的办法直接求得极大值。为
了解决这个问题，我们分成两步。
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第一步：估算数据来自哪个组份

 估计数据由每个组份生成的概率：对于每个
数据xi来说，它由第k个组份生成的概率为

 由于式子里的μ和Σ也是需要我们估计的
值，我们采用迭代法，在计算γ(i,k)的时候
我们假定μ和Σ均已知；

 第一次计算时，需要先验知识给定μ和Σ。
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第二步：估计每个组份的参数

 假设上一步中得到的γ(i,k)就是正确的“数据
xi由组份k生成的概率”，亦可以当做该组份
在生成这个数据上所做的贡献；

 或者，我们可以看作xi其中有γ(i,k)*xi部分
是由组份k所生成的。
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第二步：估计每个组份的参数

 对于所有的数据点，现在实际上可以看作组
份k生成了{γ(i,k)*xi|i=1,2,…N}这些点。组
份k是一个标准的高斯分布，利用上面的结
论：
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EM算法的提出

 假定有训练集

 包含m个独立样本，希望从中找到该组数据
的模型p(x,z)的参数。
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通过极大似然估计建立目标函数

 取对数似然函数
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问题的提出

 这里，z是隐随机变量，直接找到参数的估
计是很困难的。我们的策略是建立l(θ)的下
界，并且求该下界的最大值；重复这个过
程，直到收敛到局部最大值。
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Jensen不等式

 令Qi是z的某一个分布，Qi≥0，有：
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寻找尽量紧的下界

 为了使等号成立
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进一步分析



23/36 julyedu.com

EM算法整体框架
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坐标上升
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从理论公式推导GMM

 随机变量X是有K个高斯分布混合而成，取
各个高斯分布的概率为φ1，φ2...φK，第i
个高斯分布的均值为μi，方差为Σi。若观
测到随机变量X的一系列样本x1,x2...xn，试
估计参数φ，μ，Σ。
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E-step
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M-step

 将多项分布和高斯分布的参数带入：
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对均值求偏导
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高斯分布的均值

 令上式等于0，解的均值：
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高斯分布的方差：求偏导，等于0
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多项分布的参数

 考察M-step的目标函数，对于φ，删除常数
项

 得到
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拉格朗日乘子法

 由于多项分布的概率和为1，建立拉格朗日
方程

 注：这样求解的φi一定非负，所以，不用
考虑φi≥0这个条件
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求偏导，等于0
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我们在这里

 更多机器学习问题在
 http://www.julyedu.com/

 免费视频

 直播课程

 问答社区

 contact us：微博
 @研究者July

 @七月问答

 @邹博_机器学习
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感谢大家！

恳请大家批评指正！


