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期望

 离散型

 连续型

 即：概率加权下的“平均值”
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期望的性质

 无条件成立

 若X和Y相互独立
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方差

 定义

 无条件成立

 X和Y独立

 方差的平方根，称为标准差
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协方差

 定义

 性质：

        YEYXEXEYXCov ,

   XYCovYXCov ,, 

   YXacCovdcYbaXCov ,, 

     YXCovYXCovYXXCov ,,, 2121 

       YEXEXYEYXCov ,
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协方差和独立、不相关

 X和Y独立时，

 而

 从而，当X和Y独立时，

 但X和Y独立这个前提太强，我们定义：若
Cov(X,Y)=0，称X和Y不相关。

       YEXEXYEYXCov ,

  0, YXCov

     YEXEXYE 
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协方差的意义

 协方差是两个随机变量具有相同方向变化趋
势的度量；若Cov(X,Y)>0，它们的变化趋势
相同，若Cov(X,Y)<0，它们的变化趋势相
反；若Cov(X,Y)=0，称X和Y不相关。

 思考：两个随机变量的协方差，是否有上
界？
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协方差的上界

 若

 则

 当且仅当X和Y之间有线性关系时，等号成
立。

  21, YXCov
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再谈独立与不相关

 因为上述定理的保证，使得“不相关”事实上
即“线性独立”。

 即：若X与Y不相关，说明X与Y之间没有线
性关系(但有可能存在其他函数关系)，不能
保证X和Y相互独立。

 但对于二维正态随机变量，X与Y不相关等
价于X与Y相互独立。
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相关系数

 定义

 由协方差上界定理可知，

 当且仅当X与Y有线性关系时，等号成立

 容易看到，相关系数是标准尺度下的协方
差。上面关于协方差与XY相互关系的结
论，完全适用于相关系数和XY的相互关
系。
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协方差矩阵

 对于n维随机向量(X1,X2…Xn)，任意两个元
素Xi和Xj都可以得到一个协方差，从而形成
n*n的矩阵；显然，协方差矩阵是对称阵。

        jijjiiij XXCovXEXXEXEc ,
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思考题

 对称阵的不同特征值对应的特征向量，是否
一定正交？
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矩

 对于随机变量X，X的k阶原点矩为

 X的k阶中心矩为

 kXE

   kXEXE 
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统计参数的总结

 均值(期望，一阶)

 方差(二阶)

 变异系数(Coefficient of Variation)

 标准差与平均数的比值称为变异系数，记为C·V

 偏度Skew(三阶)

 峰度Kurtosis(四阶)
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偏度

 在机率论和统计学中，偏度衡量实数随机变量概率
分布的不对称性。偏度的值可以为正，可以为负或
者甚至是无法定义。在数量上，偏度为负(负偏态)
就意味着在概率密度函数左侧的尾部比右侧的长，
绝大多数的值(包括中位数在内)位于平均值的右
侧。偏度为正(正偏态)就意味着在概率密度函数右
侧的尾部比左侧的长，绝大多数的值(包括中位数
在内)位于平均值的左侧。偏度为零就表示数值相
对均匀地分布在平均值的两侧，但不一定意味着其
为对称分布。
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偏度公式

 其中μ3是三阶中心矩，σ是标准差。E是期
望算子。等式的最后以三阶累积量与二阶累
积量的1.5次方的比率来表示偏度。这和用四
阶累积量除去二阶累积量的平方来表示峰度
的方法向类似。

 偏度有时用Skew[X]来表示。
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峰度

 在更通常的情况下，峰度被定义为四阶累积量除以
二阶累积量的平方，它等于四阶中心矩除以概率分
布方差的平方再减去3：

 也被称为超值峰度(excess kurtosis)。
 “减3”是为了让正态分布的峰度为0。

 如果超值峰度为正，称为尖峰态(leptokurtic)，超值
峰度为负，称为低峰态(platykurtic)。
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实践中的例子
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思考

 设随机变量X的期望为μ，方差为σ2，对于
任意整数ε，试估计概率P{|X-μ| <ε}的上
限。

 即：随机变量的变化值落在期望值附近的概率
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解(以连续型随机变量为例)
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切比雪夫不等式

 设随机变量X的期望为μ，方差为σ2，对于
任意整数ε，有：

 切比雪夫不等式说明，X的方差越小，事件
{|X-μ| <ε}发生的概率越大。即：X取的值
基本上集中在期望μ附近。
 该不等式进一步说明了方差的含义

 该不等式可证明大数定理。
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大数定理

 设随机变量X1,X2…Xn…互相独立，并且具
有相同的期望μ和方差σ2。作前n个随机变
量的平均 ，则对于任意整数ε，有
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大数定理的意义

 当n很大时，随机变量X1,X2…Xn的平均值Yn

在概率意义下无限接近期望μ。

 出现偏离是可能的，但这种可能性很小，当n无
限大时，这种可能性的概率为0。
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思考题

 如何证明大数定理？

 提示：根据Y的定义，求出它的期望和方差，带
入切比雪夫不等式即可。
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重要推论

 一次试验中事件A发生的概率为p；重复n次
独立试验中，事件A发生了nA次，则p、n、
nA的关系满足：

对于任意整数ε，

1lim 
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伯努利定理

 上述推论是最早的大数定理的形式，称为伯
努利定理。该定理表明事件A发生的频率
nA/n以概率收敛于事件A的概率p，以严格的
数学形式表达了频率的稳定性。

 上述事实为我们在实际应用中用频率来估计
概率提供了一个理论依据。

 回忆一下朴素贝叶斯做垃圾邮件分类的例子，
就是用的频率估计的概率。
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中心极限定理

 设随机变量X1,X2…Xn…互相独立，服从同
一分布，并且具有相同的期望μ和方差
σ2，则随机变量

的分布收敛到标准正态分布。

 容易得到： 收敛到正态分布N(nμ，nσ2)





n

nX

Y

n

i
i

n





1




n

i
iX

1



28/71 julyedu.com

中心极限定理的意义

 实际问题中，很多随机现象可以看做许多因
素的独立影响的综合反应，往往近似服从正
态分布。

 城市耗电量：大量用户的耗电量总和

 测量误差：许多观察不到的、微小误差的总和

 注意：是多个随机变量的和才可以，有些问题是乘
性误差，则需要鉴别或者取对数后再使用。

 线性回归中，将使用该定理论证最小二乘法的
合理性
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样本的统计量

 设X1，X2，…，Xn为一组样本，则

 样本均值

 样本方差

 样本方差的分母使用n-1而非n，是为了无偏。
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样本的矩

 k阶样本原点矩

 k阶样本中心矩
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思考

 随机变量的矩和样本的矩，有什么关系？

 换个提法：
 假设总体服从某参数为θ(存在且未知，有可能
是值或者向量)的分布，从总体中抽出一组样本
X1，X2…，Xn，如何估计参数θ？

 样本是独立同分布的

 可以通过X1，X2…，Xn方便的计算出样本的k阶
矩

 假设样本的k阶矩等于总体的k阶矩，可估计出
总体的参数。



32/71 julyedu.com

矩估计

 设总体的均值为μ，方差σ2，(μ和σ未
知，待求)则有中心距表达式：

 根据该总体的一组样本，求得中心距：
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矩估计的结论

 根据各自阶的中心矩相等，计算得到：

 由于是根据样本求得的估计结果，根据记号
习惯，写作：
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矩估计举例

 在正态分布的总体中采样得到n个样本：
X1,X2…Xn，估计该总体的均值和方差。

 解：直接使用矩估计的结论
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极大似然估计

 设总体分布为f(x,θ) ，X1, X2 … Xn为该总体采样得
到的样本。因为X1,X2…Xn独立同分布，于是，它
们的联合密度函数为：

 这里，θ被看做固定但未知的参数；反过来，因为
样本已经存在，可以看成x1,x2…xn是固定的，
L(x,θ)是关于θ的函数，即似然函数。

 求参数θ的值，使得似然函数取极大值，这种方法
就是极大似然估计。
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极大似然估计的具体实践操作

 在实践中，由于求导数的需要，往往将似然
函数取对数，得到对数似然函数；若对数似
然函数可导，可通过求导的方式，解下列方
程组，得到驻点，然后分析该驻点是极大值
点
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极大似然估计

 找出与样本的分布最接近的概率分布模型。

 简单的例子

 10次抛硬币的结果是：正正反正正正反反正正

 假设p是每次抛硬币结果为正的概率。则：

 得到这样的实验结果的概率是：
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极大似然估计MLE

 目标函数：

 最优解是：p=0.7

 思考：如何求解？

 一般形式：

 37
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正态分布的极大似然估计

 若给定一组样本X1,X2…Xn，已知它们来自
于高斯分布N(μ,σ)，试估计参数μ,σ。
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按照MLE的过程分析

 高斯分布的概率密度函数：

 将Xi的样本值xi带入，得到：
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化简对数似然函数
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参数估计的结论

 目标函数

 将目标函数对参数μ,σ分别求偏导，很容易
得到μ,σ的式子：
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符合直观想象

 上述结论和矩估计的结果是一致的，并且意义非常
直观：样本的均值即高斯分布的均值，样本的方差
即高斯分布的方差。
 注：经典意义下的方差，分母是n-1；在似然估计的方法
中，求的方差是n

 该结论将在EM(期望最大化算法)、高斯混合模型中
将继续使用。
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思考

 在西单商场随机挑选100位顾客，测量这100
位顾客的身高：

 若这100个样本服从正态分布N(μ,σ) ，试
估计参数μ和σ。

 若样本中存在男性和女性顾客，它们服从
N(μ1,σ1)和N(μ2,σ2)的分布，试估计
μ1,σ1,μ2,σ2。
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线性代数

 方阵的行列式(递归定义)

 1阶方阵的行列式为该元素本身

 n阶方阵的行列式等于它的任一行(或列)的各元
素与其对应的代数余子式乘积之和。
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范德蒙行列式Vandermonde

 证明范德蒙行列式Vandermonde：

 提示：数学归纳法
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矩阵的乘法

 A为m×s阶的矩阵，B为s×n阶的矩阵，那
么，C=A×B是m×n阶的矩阵，其中，
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思考

 根据定义来计算 C=A×B，需要m*n*s次乘法。
 即：若A、B都是n阶方阵，C的计算时间复杂度为O(n3)

 问：可否设计更快的算法？

 三个矩阵A、B、C的阶分别是a0×a1, a1×a2, 
a2×a3，从而(A×B)×C和A×(B×C)的乘法次数是
a0a1a2+a0a2a3、 a1a2a3+a0a1a3，二者一般情况是不相
等的。

 问：给定n个矩阵的连乘积：A1×A2×A3……×An，如
何添加括号来改变计算次序，使得乘法的计算量最小？
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解

 分治法

 动态规划

 属于算法的经典问题，将在姊妹班“算法班”
中做进一步探讨。
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矩阵的秩

 在m×n矩阵A中，任取k行k列，不改变这k2个元素
在A中的次序，得到k阶方阵，称为矩阵A的k阶子
式。
 显然，m×n矩阵A的k阶子式有 个。

 设在矩阵A中有一个不等于0的r阶子式D，且所有
r+1阶子式(如果存在的话)全等于0，那么，D称为
矩阵A的最高阶非零子式，r称为矩阵A的秩，记做
R(A)=r。
 n×n的可逆矩阵，秩为n

 可逆矩阵又称满秩矩阵

 矩阵的秩等于它行(列)向量组的秩

k
n

k
mCC
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秩与线性方程组的解的关系

 对于n元线性方程组Ax=b，

 无解的充要条件是R(A)<R(A,b)

 有唯一解的充要条件是R(A)=R(A,b)=n

 有无限多解的充要条件是R(A)=R(A,b)<n
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推论

 Ax=0有非零解的充要条件是R(A)<n

 Ax=b有解的充要条件是R(A)=R(A,b)
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向量组等价

 向量b能由向量组A:a1,a2,...,am线性表示的充
要条件是矩阵A=(a1,a2,...am)的秩等于矩阵
B=(a1,a2,...am,b)的秩。

 设有两个向量组A:a1,a2,...,am及B:b1,b2,...,bn，
若B组的向量都能由向量组A线性表示，则
称向量组B能由向量组A线性表示。若向量
组A与向量组B能相互线性表示，则称两个
向量组等价。
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系数矩阵

 把向量组A和B所构成的矩阵依次记做
A=(a1,a2,...,am)和B=(b1,b2,...,bn)，B组能由A组
线性表示，即对每个向量bj，存在

 使得

 从而得到系数矩阵K
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对C=AB的重认识

 由此可知，若C=AB，则矩阵C的列向量能由
A的列向量线性表示，B即为这一表示的系
数矩阵。

 向量组B: b1,b2,...,bn能由向量组A: a1,a2,...,am

线性表示的充要条件是矩阵A=(a1,a2,...,am)的
秩等于矩阵(A,B)=(a1,a2,...,am,b1,b2,...,bn )的
秩，即：R(A)=R(A,B)
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正交阵

 若n阶矩阵A满足ATA=I，成A为正交矩阵，
简称正交阵。

 A是正交阵的充要条件：A的列向量都是单位向
量，且两两正交。

 A是正交阵，x为向量，则A.x称作正交变
换。

 正交变换不改变向量长度
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思考

 若A、B都是n阶正交阵，那么，A×B是正交
阵吗？

 正交阵和对称阵，能够通过何种操作获得一
定意义下的联系？
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特征值和特征向量

 A是n阶矩阵，若数λ和n维非0列向量x满足
Ax=λx，那么，数λ称为A的特征值，x称
为A的对应于特征值λ的特征向量。

 根据定义，立刻得到(A-λI)x = 0，令关于λ的
多项式|A-λI|为0，方程|A-λI|=0的根为A的特征
值；将根λ0带入方程组(A-λI)x = 0 ，求得到的
非零解，即λ0对应的特征向量。
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特征值的性质

 设n阶矩阵A=(aij)的特征值为λ1,λ2,...λn,则

 λ1+λ2+...+λn=a11+a22+…+ann

 λ1λ2…λn=|A|

 矩阵A主行列式的元素和，称作矩阵A的迹。
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试证明

 已知λ是方阵A的特征值，

 则

 λ2是A2的特征值

 A可逆时，λ-1是A-1的特征值。
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不同特征值对应的特征向量

 设λ1,λ2,...,λm是方阵A的m个特征值，p1,p2,...,pm

是依次与之对应的特征向量，若λ1,λ2,...,λm各不
相等，则p1,p2,...,pm线性无关。

 总结

 不同特征值对应的特征向量，线性无关。

 若方阵A是对称阵呢？结论是否会加强？

 协方差矩阵、二次型矩阵、无向图的邻接矩阵等都是对
称阵

 在谱聚类中将会有所涉及
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实对称阵不同特征值的特征向量正交

 令实对称矩阵为A，它的两个不同的特征值λ1λ2对
应的特征向量分别是μ1μ2

 则有：Aμ1=λ1μ1， Aμ2=λ2μ2

 (Aμ1)
T =(λ1μ1)

T，从而：μ1
TA=λ1μ1

T

 所以：μ1
TAμ2=λ1μ1

Tμ2

 同时，μ1
TAμ2=μ1

T (Aμ2)=μ1
Tλ2μ2= λ2μ1

Tμ2

 所以，λ1μ1
Tμ2=λ2μ1

Tμ2

 故：(λ1-λ2) μ1
Tμ2=0

 而λ1≠λ2，所以μ1
Tμ2=0，即：μ1，μ2正交。
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实对称阵的特征值是实数

 设复数λ为对称阵A的特征值，复向量x为对
应的特征向量，即Ax=λx(x≠0)

 用 表示λ的共轭复数， 表示x的共轭复向
量，而A是实矩阵，有

 下面给出证明过程。

 x
AA 
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证明

 首先

 因为

 从而

 而

 所以

xxAxxAxA  

    xxxxAxxAxx TTTT  

0
1

2

1

 


n

i
i

n

i
ii

T xxxxx

        xxxxxxAxAxAxx TTTTTT  

  0 xxxxxx TTT 

  0
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利用结论很快得到

 将实数λ带入方程组(A-λ I)x=0，该方程组
为实系数方程组，因此，实对称阵的特征向
量可以取实向量。
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最终结论

 设A为n阶对称阵，则必有正交阵P，使得

 Λ是以A的n个特征值为对角元的对角阵。

 APPAPP T1
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二次型

 含有n个变量的二次齐次函数，称为二次
型；

 一个二次型对应一个对称阵；

 而对称阵可以由正交阵对角化，

 从而二次型可以化成只有n个变量平方项的
标准型，而这个正交阵，对应着坐标系的旋
转变化。
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正定阵

 对于n阶方阵A，若任意n阶向量x，都有
xTAx>0，则称A是正定阵。

 若条件变成xTAx≥0，则A称作半正定阵

 类似还有负定阵，半负定阵。
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正定阵的判定

 对称阵A为正定阵；

 A的特征值都为正；

 A的顺序主子式大于0；

 以上三个命题等价。
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感谢大家！

恳请大家批评指正！


