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历史遗留问题

 估计量的优良性准则

 无偏性

 均方误差准则
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无偏性

 利用已知样本 能够得到参数的一个
估计 ，因此， 可以写成 ，对
于不同的样本， 的值一般不同。因此，可
以看成是关于样本的随机变量。它是可以求
均值的：

 如果 等于总体的实际分布θ，就说这个
估计是无偏估计。

 用 去估计θ，有时偏高，有时偏低，但平均
来说，它等于位置参数θ
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举例

 无偏估计
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样本均值和方差是总体的无偏估计

 设总体均值为μ，方差为σ2，X1,X2,…Xn为
来自该总体的样本，即：

 则：
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均值的无偏性

 因为X1,X2,…Xn为同分布的，于是E(Xi)= 
μ，所以：
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方差的无偏性

 首先

 因此

 而

 所以
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均方误差准则

 用估计量 去估计θ，其误差是 ，该误
差显然随样本 而定，因此， 是
随机变量，它的平方的均值，称作均方误
差。这个量越小，平均误差越小，估计结果
越优。

 显然，若 是无偏估计，则MSE即方差。
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凸优化

 凸集

 凸函数

 共轭函数

 凸优化

 对偶函数

 KKT条件
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思考两个不等式

 两个正数的算术平均数大于等于几何平均数

 给定可逆对称阵Q，对于任意的向量x，y，
有：

 都可以在凸函数的框架下得到解决。
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思考凸集和凸函数

 y=x2是凸函数，函数图像上位于y=x2上方的
区域构成凸集。

 凸函数图像的上方区域，一定是凸集；

 一个函数图像的上方区域为凸集，则该函数是
凸函数。

 稍后给出上述表述的形式化定义。

 因此，学习凸优化，考察凸函数，先从凸集
及其性质开始。
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(超)几何体的向量表达

 给定二维平面上两个定点：a(x1,y1)，b(x2,y2)，则：
 直线

 x=θa + (1-θ)b, θ∈R

 线段
 x=θa + (1-θ)b, θ∈[0,1]

 一般的，f(x,y)=0表示定义域在R2的曲线
 特殊的，y=g(x)表示定义域在R的曲线，f(x,y)=y-g(x)

 一般的，f(x,y,z)=0表示定义域在R3的曲面
 特殊的，z=h(x,y)表示定义域在R2的曲面，f(x,y,z)=z-h(x,y)

 上述表达方式可以方便的推广到高维
 记x=(u1,u2,…un)，则f(x)=0表示定义域在Rn的超曲面。
 不特殊说明，后面将使用x1表示向量，如：定义两个点x1,x2,
则x=θx1 + (1-θ)x2, θ∈R表示经过这两点的直线



13/76 julyedu.com

仿射集(Affine set)

 定义：通过集合C中任意两个不同点的直线仍然在
集合C内，则称集合C为仿射集。

 仿射集的例子：直线、平面、超平面
 超平面：Ax=b

 f(x)=0表示定义域在Rn的超曲面：令f(x)=Ax-b，则f(x)=0
表示“截距”为b的超平面。

 三维空间的平面是二维的；四维空间的平面是几维的？

 n维空间的n-1维仿射集为n-1维超平面。

 后面将继续考察超平面的定义。
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仿射包

 仿射包：包含集合C的最小仿射集。

 仿射维数：仿射包的维数。

 三角形的仿射维数为2

 线段的仿射维数为1

 球的仿射维数为3
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内点和相对内点

 给定一个集合C，如何定义哪些点在“边界”
上，哪些点在内部？

 直观的想法：对于集合C中的某个点x，以x为中
心做半径为r的球(r>0，且非常小)，若球和C的
交集完全落在C的内部(即：是C的子集)，则x为
C的内点。

 将该概念用在C的仿射集aff C上，则为相对内
点。一般用relint C表示C的相对内点。

   CCaffrxBrCxCrel  ,,0int
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举例
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凸集

 集合C内任意两点间的线段均在集合C内，
则称集合C为凸集。
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仿射集和凸集的关系

 因为仿射集的条件比凸集的条件强，所以，
仿射集必然是凸集。
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凸集
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凸包

 集合C的所有点的凸组合形成的集合，叫做
集合C的凸包。

 集合C的凸包是能够包含C的最小的凸集。
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凸包的例子
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锥(Cones)
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锥的举例：过原点的射线、射线族、角
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锥包
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思考

 试证明：n阶半正定方阵的集合为凸锥。

 考察半正定阵的定义
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超平面和半空间

 超平面hyperplane

 半空间halfspace
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超平面和半空间
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欧式球和椭球

 欧式球

 椭球
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范数球和范数锥(欧式空间的推广)

 范数

 范数球

 范数锥
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R3空间中的二阶锥
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多面体

 多面体有限个半空间和超平面的交集。

 仿射集(如超平面、直线)、射线、线段、半空间都
是多面体。

 多面体是凸集。

 此外：有界的多面体有时称作多胞形(polytope)。
 注：该定义略混乱，不同文献的含义不同。
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多面体
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保持凸性的运算

 集合交运算

 思考：如何证明？(提示：根据定义)

 仿射变换

 函数f=Ax+b的形式，称函数是仿射的：即线性
函数加常数的形式

 透视变换

 投射变换(线性分式变换)



34/76 julyedu.com

集合交运算：半空间的交
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仿射变换

 仿射变换

 伸缩、平移、投影

 若f是仿射变换，

 若S为凸集，则f(S)为凸集；

 若f(S)为凸集，则S为凸集。
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进一步分析仿射变换

 两个凸集的和为凸集

 两个凸集的笛卡尔积(直积)为凸集

 两个集合的部分和为凸集(分配率)
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透视变换

 透视函数对向量进行伸缩(规范化)，使得最
后一维的分量为1并舍弃之。

 透视的直观意义

 小孔成像
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透视变换的保凸性

 凸集的透视变换仍然是凸集。

 思考：反过来，若某集合的透视变换是凸
集，这个集合一定是凸集吗？
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投射函数(线性分式函数)

 投射函数是透视函数和仿射函数的复合。

 g为仿射函数：

 定义f为线性分式函数

 若c=0,d>0，则f即为普通的仿射函数。



40/76 julyedu.com

投射的作用
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分割超平面

 设C和D为两不相交的凸集，则存在超平面
P，P可以将C和D分离。

 注意上式中可以取等号。
 “若两个凸集C和D的分割超平面存在，C和D不
相交”为假命题。

 加强条件：若两个凸集至少有一个是开集，那
么当且仅当存在分割超平面，它们不相交。
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分割超平面
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分割超平面的构造

 两个集合的距
离，定义为两个
集合间元素的最
短距离。

 做集合C和集合D
最短线段的垂直
平分线。
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思考

 如何定义两个集合的“最优”分割超平面？

 若两个集合有部分相交，如何定义超平面，
使得两个集合“尽量”分开？

 上述“集合”的元素，可能是若干离散点。若一组
集合为(x,1)，另一组集合为(x,2)，则为机器学习
中的分类问题。
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支撑超平面

 设集合C，x0为C边界上的点。若存在a≠0，
满足对任意x∈C，都有 成立，则称
超平面 为集合C在点x0处的支
撑超平面。

 凸集边界上任意一点，均存在支撑超平面。

 若一个闭的非中空集合，在边界上的任意一
点存在支撑超平面，则该集合为凸集。
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支撑超平面

 注意：图中C不是凸集

 但如果C的边界上任何
点都存在支撑超平面，
则C是凸集。
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凸函数

 若函数f的定义域domf为凸集，且满足
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一阶可微

 若f一阶可微，则函数f为凸函数当前仅当f的
定义域domf为凸集，且
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进一步的思考

 结合凸函数图像和支撑超平面理解该问题

 对于凸函数，其一阶Taylor近似本质上是该
函数的全局下估计。

 反之，如果一个函数的一阶Taylor近似总是
起全局下估计，则该函数是凸函数。

 该不等式说明从一个函数的局部信息，可以
得到一定程度的全局信息。
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二阶可微

 若函数f二阶可微，则函数f为凸函数当前仅
当dom为凸集，且

 若f是一元函数，上式表示二阶导大于等于0

 若f是多元函数，上式表示二阶导Hessian矩
阵半正定。
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凸函数举例
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上境图

 函数f的图像定义为：

 函数f的上境图(epigraph)定义为：
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凸函数与凸集

 一个函数是凸函数，当且仅当其上境图是凸
集。

 思考：如何证明？(提示：定义)

 进一步，一个函数是凹函数，当且仅当其亚
图(hypograph)是凸集。
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Jensen不等式：若f是凸函数

 基本Jensen不等式

 若

 则

 若

 则
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思考

 利用f(E(x))≤E(f(x))，(f是凸函数)，证明下
式D≥0

 利用y=-logx是凸函数，证明：

 提示：任取a,b>0，θ=0.5带入基本Jensen不等式
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保持函数凸性的算子

 凸函数的非负加权和

 凸函数与仿射函数的复合

 凸函数的逐点最大值、逐点上确界
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凸函数的逐点最大值

 f1,f2均为凸函数，定义函数f：

 则函数f为凸函数。
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思考

 逐点上确界和上境图的关系

 一系列函数逐点上确界函数对应着这些函数上
境图的交集。

 Oxy平面上随意画N条直线，在每个x处取这些
直线的最大的点，则构成的新函数是凸函数。

 点x到任意集合C的最远距离

 f是凸函数

 证明：范数是凸的(思考：为什么？)，逐点求上
界，仍然是凸的。
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共轭函数

 原函数 的共轭函数定义：

 显然，定义式的右端是关于y的仿射函数，它们逐
点求上确界，得到的函数f*(y)一定是凸函数。

 该名称的原因：

 凸函数的共轭函数的共轭函数是其本身。
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对共轭函数的理解

 如果函数f可微，在满足f'(x)=y的点x处差值
最大。
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例：求共轭函数

 可逆对称阵Q，对于任意的向量x，定义函数
f：

 关于(x,y)的函数

 在 时取上确界，带入，得到：

 f*即是f的共轭函数
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Fenchel不等式

 根据定义

 立刻可以得到：
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Fenchel不等式的应用

 根据f(x)及其共轭函数f*(x)

 带入Fenchel不等式，得到：

yxyQyQxx TTT 21  
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凸优化

 优化问题的基本形式
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优化问题的基本形式

 优化问题的域

 可行点(解)(feasible)
 x∈D，且满足约束条件

 可行域(可解集)
 所有可行点的集合

 最优化值

 最优化解
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局部最优问题
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凸优化问题的基本形式

 其中，fi(x)为凸函数，hj(x)为仿射函数

 凸优化问题的重要性质

 凸优化问题的可行域为凸集

 凸优化问题的局部最优解即为全局最优解
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非凸优化问题的变形
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对偶问题

 一般优化问题的Lagrange乘子法

 Lagrange函数

 对固定的x，Lagrange函数L(x,λ,v)为关于λ和v
的仿射函数
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Lagrange对偶函数(dual function)

 Lagrange对偶函数

 若没有下确界，定义：

 根据定义，显然有：对∀λ>0，∀v，若原优化问
题有最优值p*，则

 进一步：Lagrange对偶函数为凹函数。
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左侧为原函数，右侧为对偶函数
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线性方程的最小二乘问题

 原问题

 Lagrange函数

 Lagrange对偶函数

 对L求x的偏导，带入L

 对g求v的偏导
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强对偶条件

 若要对偶函数的最大值即为原问题的最小
值，考察需要满足的条件：
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Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件
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感谢大家！

恳请大家批评指正！


