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三．限制波尔兹曼机 

3.1 限制波尔兹曼机（RBM）使用方法 

3.1.1 RBM 的使用说明 

一个普通的 RBM 网络结构如下。 

 

以上的 RBM 网络结构有 n 个可视节点和 m 个隐藏节点，其中每个可视节点只和 m 个

隐藏节点相关，和其他可视节点是独立的，就是这个可视节点的状态只受 m 个隐藏节点的

影响，对于每个隐藏节点也是，只受 n 个可视节点的影响，这个特点使得 RBM 的训练变得

容易了。 

RBM 网络有几个参数，一个是可视层与隐藏层之间的权重矩阵𝑊𝑚×𝑛，一个是可视节点

的偏移量b = (b1, b2⋯bn)，一个是隐藏节点的偏移量c = (c1, c2⋯cm)，这几个参数决定了

RBM 网络将一个 n 维的样本编码成一个什么样的 m 维的样本。 

RBM 网络的功能有下面的几种，就简单地先描述一下。 

    首先为了描述容易，先假设每个节点取值都在集合*0,1+中，即∀i, j, 𝑣𝑖 ∈ *0,1+, ℎ𝑗 ∈ *0,1+。 

一个训练样本𝑥过来了取值为x = (x1, x2⋯xn)，根据 RBM 网络，可以得到这个样本的

m 维的编码后的样本y = (y1, y2⋯ym)，这 m 维的编码也可以认为是抽取了 m 个特征的样

本。而这个 m 维的编码后的样本是按照下面的规则生成的：对于给定的x = (x1, x2⋯xn)，

隐藏节点的第 j 个特征的取值为 1 的概率为p(hj = 1|v) = σ(∑ 𝑤𝑗𝑖 × vi𝑛
𝑖=1 + cj)，其中的 v 取



值就是 x，hj 的取值就是 yj，也就是说，编码后的样本 y 的第 j 个位置的取值为 1 的概率是

p(hj = 1|v)。所以，生成 yj 的过程就是： 

i）先利用公式p(hj = 1|v) = σ(∑ 𝑤𝑗𝑖 × vi𝑛
𝑖=1 + cj)，根据 x 的值计算概率p(hj = 1|v)，其

中 vi 的取值就是 xi 的值。 

ii）然后产生一个 0 到 1 之间的随机数，如果它小于p(hj = 1|v)，yj 的取值就是 1，否则

就是 0。 

反过来，现在知道了一个编码后的样本 y，想要知道原来的样本 x，即解码过程，跟上

面也是同理，过程如下： 

i）先利用公式p(vi = 1|h) = σ(∑ 𝑤𝑗𝑖 × hj𝑚
𝑗=1 + bi)，根据 y 的值计算概率p(hj = 1|v)，

其中 hj 的取值就是 yj 的值。 

ii）然后产生一个 0 到 1 之间的随机数，如果它小于p(vi = 1|h)，hi 的取值就是 1，否

则就是 0。 

 

3.1.2 RBM 的用途 

RBM 的用途主要是两种，一是对数据进行编码，然后交给监督学习方法去进行分类或

回归，二是得到了权重矩阵和偏移量，供 BP 神经网络初始化训练。 

第一种可以说是把它当做一个降维的方法来使用。 

第二种就用途比较奇怪。其中的原因就是神经网络也是要训练一个权重矩阵和偏移量，

但是如果直接用 BP 神经网络，初始值选得不好的话，往往会陷入局部极小值。根据实际应

用结果表明，直接把 RBM 训练得到的权重矩阵和偏移量作为 BP 神经网络初始值，得到的结

果会非常地好。 

这就类似爬山，如果一个风景点里面有很多个山峰，如果让你随便选个山就爬，希望你

能爬上最高那个山的山顶，但是你的精力是有限的，只能爬一座山，而你也不知道哪座山最

高，这样，你就很容易爬到一座不是最高的山上。但是，如果用直升机把你送到最高的那个

山上的靠近山顶处，那你就能很容易地爬上最高的那座山。这个时候，RBM 就的角色就是

那个直升机。 

其实还有两种用途的，下面说说。 

第三种，RBM 可以估计联合概率 p(v,h)，如果把 v 当做训练样本，h 当成类别标签（隐

藏节点只有一个的情况，能得到一个隐藏节点取值为 1 的概率），就可以利用利用贝叶斯公

式求 p(h|v)，然后就可以进行分类，类似朴素贝叶斯、LDA、HMM。说得专业点，RBM 可以

作为一个生成模型（Generative model）使用。 

第四种，RBM 可以直接计算条件概率 p(h|v)，如果把 v 当做训练样本，h 当成类别标签

（隐藏节点只有一个的情况，能得到一个隐藏节点取值为 1 的概率），RBM 就可以用来进行

分类。说得专业点，RBM 可以作为一个判别模型（Discriminative model）使用。 

 

 

 



3.2 限制波尔兹曼机（RBM）能量模型 

3.2.1 能量模型来源 

在说 RBM 之前，先来说点其他的，就是能量模型。因为波尔兹曼网络是一种随机网络。

描述一个随机网络，总结起来主要有两点。 

第一，概率分布函数。由于网络节点的取值状态是随机的，从贝叶斯网的观点来看，要

描述整个网络，需要用三种概率分布来描述系统。即联合概率分布，边缘概率分布和条件概

率分布。要搞清楚这三种不同的概率分布,是理解随机网络的关键,这里向大家推荐的书籍是

张连文所著的《贝叶斯网引论》。很多文献上说受限波尔兹曼是一个无向图，从贝叶斯网的

观点看，受限波尔兹曼网络也可以看作一个双向的有向图，即从输入层节点可以计算隐层节

点取某一种状态值的概率，反之亦然。 

第二，能量函数。随机神经网络是根植于统计力学的。受统计力学中能量泛函的启发，

引入了能量函数。能量函数是描述整个系统状态的一种测度。系统越有序或者概率分布越集

中，系统的能量越小。反之，系统越无序或者概率分布越趋于均匀分布，则系统的能量越大。

能量函数的最小值，对应于系统的最稳定状态。 

在统计力学中，基于能量函数的模型(Engery based model)称为能量模型。能量方法来源

于热动力学，分子在高温中运动剧烈，能够克服局部约束（分子之间的一些物理约束，比如

键值吸引力等），在逐步降到低温时，分子最终会排列出有规律的结构，此时也是低能量状

态。受此启发，早期的模拟退火算法就是在高温中试图跳出局部最小。随机场作为物理模型

之一，也引入了此方法。 

3.2.2 能量模型作用和定义 

为什么要弄这个能量模型呢？，因为能凑出个问题来求解。在马尔科夫随机场（MRF）

中能量模型主要扮演着两个作用：一、全局解的度量（目标函数）；二、能量最小时的解（各

种变量对应的配置）为目标解。 

能否把最优解嵌入到能量函数中至关重要，决定着我们具体问题求解的好坏。统计模式

识别主要工作之一就是捕获变量之间的相关性，同样能量模型也要捕获变量之间的相关性，

变量之间的相关程度决定了能量的高低。把变量的相关关系用图表示出来，并引入概率测度

方式就构成了概率图模型的能量模型，其实实际中也可以不用概率表示，比如立体匹配中直

接用两个像素点的像素差作为能量，所有像素对之间的能量和最小时的配置即为目标解。 

RBM 作为一种概率图模型，引入概率就是为了方便采样，因为在 CD（contrastive 

divergence）算法中采样部分扮演着模拟求解梯度的角色。 

RBM 的能量函数的定义如下 
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这个能量函数的意思就是，每个可视节点和隐藏节点之间的连接结构都有一个能量，通

俗来说就是可视节点的每一组取值和隐藏节点的每一组取值都有一个能量，如果可视节点的

一组取值（也就是一个训练样本的值）为(1,0,1,0,1,0)，隐藏节点的一组取值（也就是这个训

练样本编码后的值）为(1,0,1)，然后分别代人上面的公式，就能得到这个连接结构之间的能



量。 

下面就开始想办法求解这个能量模型了。但是要解一个问题得有一个东西，就是是目标

函数（也就是全局解的度量），我们对目标函数求个偏导，就可以用梯度法迭代地去解这个

问题了。 

那么，我们可以把所有可视节点的取值和隐藏节点的取值的能量累加起来，累加的结果

作为 RBM 的目标函数。 

然后解起来就麻烦了，对每个样本，都要列举它能对应的所有编码后的样本（隐藏节点

取值），这样才能计算能量，那指数级别的计算就难免了，这样，解这个问题恐怖就不实际

了，因为用穷举法计算梯度什么的，实在太耗计算资源。当然这个说法可能是我一人的片面

看法，大家有更好的解释麻烦提醒一下，我把它修改了。 

然后很自然的就会想容易的方法，这里给出来的偷懒方法就是引人概率，下面就介绍从

能量模型到概率吧。 

3.3 从能量模型到概率 

3.3.1 从能量函数到概率 

为了引人概率，需要定义概率分布。根据能量模型，有了能量函数，就可以定义一个可

视节点和隐藏节点的联合概率 

p(v, h) =
𝑒−𝐸(𝑣,ℎ)

∑ 𝑒−𝐸(𝑣,ℎ)𝑣,ℎ
 

也就是一个可视节点的一组取值（一个状态）和一个隐藏节点的一组取值（一个状态）

发生的概率 p(v,h)是由能量函数来定义的。 

这个概率不是随便定义的，而是有统计热力学的解释的——在统计热力学上，当系统和

它周围的环境处于热平衡时，一个基本的结果是状态 i 发生的概率如下面的公式 

p𝑖 =
1

𝑍
× 𝑒

−
𝐸𝑖

𝑘𝑏×𝑇 

其中E𝑖表示系统在状态 i 时的能量，T 为开尔文绝对温度，𝑘B为 Boltzmann 常数，Z 为与

状态无关的常数。 

我们这里的E𝑖变成了 E(v,h)，因为(v,h)也是一个状态，其他的参数 T 和𝑘B由于跟求解无

关，就都设置为 1 了，Z 就是我们上面联合概率分布的分母，这个分母是为了让我们的概率

的和为 1，这样才能保证 p(v,h)是一个概率。 

现在我们得到了一个概率，其实也得到了一个分布，其实这个分布还有一个好听点的名

字，可以叫做 Gibbs 分布，当然不是一个标准的 Gibbs 分布，而是一个特殊的 Gibbs 分布，

这个分布是有一组参数的，就是能量函数的那几个参数 w，b，c。 

有了这个联合概率，就可以得到一些条件概率，是用积分去掉一些不想要的量得到的。 



 

3.3.2 从能量最小到极大似然 

上面我们得到了一个样本和其对应编码的联合概率，也就是得到了一个 Gibbs 分布，我

们引人概率的目的是为了方便求解的。但是我们实际求解的目标是能量最小。 

下面来看看怎么从能量最小变成用概率表示。内容是来自《神经网络原理》那本书。 

在统计力学上的说法也是——能量低的状态比能量高的状态发生的概率高。 

定义一个叫做自由能量的东西，是从统计力学来的概念， 

FreeEnergy(v) = −ln∑𝑒−𝐸(𝑣,ℎ)

ℎ

 

然后 p(v)可以重新写成 

p(v) =
𝑒−FreeEnergy(𝑣)

𝑍
 

其中Z = ∑ 𝑒−𝐸(𝑣,ℎ)𝑣,ℎ ，然后对上面的等式两边取对数，可以得到 

lnp(v) = −FreeEnergy(v) − lnZ 

从这里可以看出，自由能量可以用 lnp(v)来度量，当然，是反向的关系，自由能量小时

候 p(v)大，两边做个累加 

∑𝑙𝑛𝑝(𝑣)

v

= −∑FreeEnergy(v)

𝑣

−∑𝑙𝑛𝑍

𝑣

 

最右边那个是常数，就忽略算了；右边的第一项就是整个网络的自由能量总和的负值，

左边可以认为是概率 p(v)的连乘的对数，也就是似然函数。这就得到了一个物理系统（RBM

网络）的自由能量的总和，跟 p(v)的对数和的关系，p(v)的对数和也可以称为对数似然函数。 

这样就能得到一个结论了，一个系统的自由能量的总和最小的时候，正是∏ 𝑝(𝑣)v 最大

的时候，也就是说，用极大似然估计去求得的参数，能让 RBM 系统的自由能量的总和最小。 

在统计力学上，有一个最小自由能量原则——随机系统变量的自由能量的最小值可以在

热平衡是达到，此时系统服从 Gibbs 分布。 

自然偏爱具有最小自由能量的物理系统。当 RBM 系统达到自由能量最小是，刚好，似

然函数也取得最大值，也就是说，我们可以利用极大似然来求 RBM 系统的参数θ（注意是参

数是一组参数）。 

就有了下面的说法，由于 RBM 是一种随机机器，所以是依赖于概率论来评价其性能的，

概率上的标准就是似然函数，也就是要根据极大似然估计去求参数。极大似然估计，就要求

到一组参数，使得训练样本的概率最大，也就是∏ 𝑝(𝑣)v 最大，∏ 𝑝(𝑣)v 就是似然函数了，使

∏ 𝑝(𝑣)v 最大就是极大似然估计。 

下面说说极大似然的意义。 



3.4 极大似然的意义 

既然要用极大似然来求解，这个当然是有意义的，只是我一直没有找到这方面的资料，

下面还是说说我个人的看法吧。 

从上面的讨论可以知道，训练 RBM 的目标，就是要求到一组参数，使得似然函数值最

大。 

在统计力学上，这个似然函数最大的意义就是使得 RBM 网络在一定条件下（单位温度）

的自由能量总和达到最小（也即系统能量达到最小）。上面已经说过，系统越有序或者概率

分布越集中，系统的能量越小。其实反过来也可以——系统的能量越小，系统越有序或者概

率分布越集中。当 RBM 网络的能量达到最小时，系统最有序，概率分布最集中。 

当 RBM 网络的概率分布最集中的时候，每个训练样本经过 RBM 网络编码到隐藏节点的

的取值的概率也很集中。例如一个样本(1,0,1,0,1)就能以最大的概率编码到(0,1,1)，编码成其

他值的概率变小。反过来，从隐藏节点反编码到可视节点的概率也很集中，如(0,1,1)就能大

概率地编码到(1,0,1,0,1)。 

另外，极大似然还有另外一个特点，就是使得 RBM 系统最好地拟合数据分布，从而也

保证了，在反编码（从隐藏节点到可视节点的编码过程）过程中，能使训练样本出现的概率

最大，也就是使得反编码的误差尽最大的可能最小。 

到这，能量模型跟极大似然的关系说清楚了，作用也聊了一下，可能有点不太对，大家

看到有什么不对的提一下，我把它改了。 

下面就说怎么求解了。 

3.5 求解极大似然 

既然是求解极大似然，就要对似然函数求最大值，设参数为θ（注意是参数是一组参数），

则似然函数可以写为 

L(θ|v) =∏𝑝(𝑣)

𝑣

 

然后就可以对它的对数进行求导了（因为直接求一个连乘的导数太复杂，所以变成对数

来求） 

𝜕lnL(θ|v)

𝜕𝜃
=∑

𝜕𝑝(𝑣)

𝜕𝜃
𝑣

 

    可以看到，是对每个 p(v)求导后再加和，然后就有了下面的推导了。 



 
到了这一步的时候，我们又可以发现问题了。我们可以看到的是，对每一个样本，第二

个等号后面的两项其实都像是在求一个期望，第一项求的是−
𝜕E(v,h)

𝜕𝜃
这个函数在概率 p(h|v)

下的期望，第二项求的是−
𝜕E(v,h)

𝜕𝜃
这个函数在概率 p(v,h)下面的期望。 

我们还可以这么理解，第一项等于输入样本数据的自由能量函数期望值，而第二项是模

型产生的样本数据（就是符合我们要求的那个 Gibbs 分布的样本）的自由能量函数期望值。 

第一项是可以求的，因为只要对每个训练遍历它可能对应的隐藏节点的值。 

第二项也是可以求的，但是要对 v 的所以可能的取值都遍历一趟，这就可能没法算了。 

为了进行下面的讨论，我们把这个梯度再进一步化简，看看能得到什么。根据能量函数

的公式，是有三个参数的 w，b 和 c，就分别对这三个参数求导， 

𝜕lnp(v)

𝜕𝑤𝑖𝑗
=∑𝑝(ℎ|𝑣)(−

𝜕𝐸(𝑣, ℎ)

𝜕𝑤𝑖𝑗
ℎ

) −∑𝑝(𝑣, ℎ) (−
𝜕𝐸(𝑣, ℎ)

𝜕𝑤𝑖𝑗
)

𝑣,ℎ

=∑𝑝(ℎ|𝑣)ℎ𝑖𝑣𝑗
ℎ

−∑𝑝(𝑣, ℎ)ℎ𝑖𝑣𝑗
𝑣,ℎ

=∑𝑝(ℎ|𝑣)ℎ𝑖𝑣𝑗
ℎ

−∑𝑝(𝑣)∑𝑝(ℎ|𝑣)ℎ𝑖𝑣𝑗
ℎ𝑣

= 𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣)𝑣𝑗 −∑𝑝(𝑣)𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣)𝑣𝑗
𝑣

 

𝜕lnp(v)

𝜕𝑏𝑗
=∑𝑝(ℎ|𝑣)(−

𝜕𝐸(𝑣, ℎ)

𝜕𝑏𝑗
ℎ

) −∑𝑝(𝑣, ℎ) (−
𝜕𝐸(𝑣, ℎ)

𝜕𝑏𝑗
)

𝑣,ℎ

=∑𝑝(ℎ|𝑣)𝑣𝑗
ℎ

−∑𝑝(𝑣, ℎ)𝑣𝑗
𝑣,ℎ

=∑𝑝(ℎ|𝑣)𝑣𝑗
ℎ

−∑𝑝(𝑣)∑𝑝(ℎ|𝑣)𝑣𝑗
ℎ𝑣

= 𝑣𝑗 −∑𝑝(𝑣)𝑣𝑗
𝑣

 

𝜕lnp(v)

𝜕𝑐𝑖
=∑𝑝(ℎ|𝑣)(−

𝜕𝐸(𝑣, ℎ)

𝜕𝑐𝑖
ℎ

) −∑𝑝(𝑣, ℎ) (−
𝜕𝐸(𝑣, ℎ)

𝜕𝑐𝑖
)

𝑣,ℎ

=∑𝑝(ℎ|𝑣)ℎ𝑖
ℎ

−∑𝑝(𝑣, ℎ)ℎ𝑖
𝑣,ℎ

=∑𝑝(ℎ|𝑣)ℎ𝑖
ℎ

−∑𝑝(𝑣)∑𝑝(ℎ|𝑣)ℎ𝑖
ℎ𝑣

= 𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣) −∑𝑝(𝑣)𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣)

𝑣

 

其中第四个等号的原因是ℎ𝑖 ∈ *0,1+，第三个等号的原因是p(v, h) = p(h|v)p(v)。 

到了这一步，我们来分析一下，从上面的联合概率那一堆，我们可以得到下面的 



 

 

也就是说p(ℎ𝑖 = 1|v)是可以求的。剩下的麻烦全部集中在第二项了。 

要求第二项，就要遍历所有可能的 v 的值，然后根据公式去计算几个梯度的值，那样够

麻烦的了，还好蒙特卡罗给出了一个偷懒的方法，见后面的章。 

只要抽取一堆样本，这些样本是符合θ参数确定的 Gibbs 分布的，也就是符合要求的模

型样本，就可以把上面的三个偏导数估算出来。 

对于上面的情况，是这么处理的，对每个训练样本 x，都用某种抽样方法抽取一个它对

应的样本（对应的意思就是符合θ参数确定的 Gibbs 分布的），假如叫 y；那么，对于整个的

训练集{x1,x2,„xn}来说，就得到了一组符合θ参数确定的 Gibbs 分布的样本{y1,y2,„,yn}，然

后拿这组样本去估算第二项，那么梯度就可以用下面的公式来近似了 

𝜕lnp(v)

𝜕𝑤𝑖𝑗
= 𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣)𝑣𝑗 −∑𝑝(𝑣)𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣)𝑣𝑗

𝑣

= 𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣)𝑣𝑗 −
1

n
∑𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣𝑦)𝑣𝑦𝑗

𝑛

𝑖=1

 

𝜕lnp(v)

𝜕𝑏𝑗
= 𝑣𝑗 −∑𝑝(𝑣)𝑣𝑗

𝑣

= 𝑣𝑗 −
1

n
∑𝑣𝑦𝑗

𝑛

𝑖=1

 

𝜕lnp(v)

𝜕𝑐𝑖
= 𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣) −∑𝑝(𝑣)𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣)

𝑣

= 𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣) −
1

n
∑𝑝(ℎ𝑖 = 1|𝑣𝑦)

𝑛

𝑖=1

 

这样，梯度出来了，这个极大似然问题可以解了，最终经过若干论迭代，就能得到那几

个参数 w，b，c 的解。 

上面提到的“某种抽样方法”，现在一般就用 Gibbs 抽样，然后 hinton 教授还根据这个

弄出了一个 CD-k 算法，就是用来解决 RBM 的抽样的。下面一章就介绍这个吧。 

 

 



3.6 用到的抽样方法 

一般来说，在 hinton 教授还没弄出 CD-k 之前，解决 RBM 的抽样问题是用 Gibbs 抽样的。 

Gibbs 抽样是一种基于马尔科夫蒙特卡罗（Markov Chain Monte Carlo,MCMC）策略的抽

样方法。具体就是，对于一个 d 维的随机向量 x=(x1,x2,„xd)，假设我们无法求得 x 的联合

概率分布 p(x)，但我们知道给定 x 的其他分量是，其第 i 个分量 xi 的条件分布，即

p(xi|xi-),xi-=(x1,x2, „ xi-1,xi+1 „ xd) 。那么，我们可以从 x 的一个任意状态（如

(x1(0),x2(0),„,xd(0))）开始，利用条件分布 p(xi|xi-)，迭代地对这状态的每个分量进行抽样，

随着抽样次数 n 的增加，随机变量(x1(n),x2(n),„,xd(n))的概率分布将以 n 的几何级数的速度

收敛与 x 的联合概率分布 p(v)。 

Gibbs 抽样其实就是可以让我们可以在位置联合概率分布 p(v)的情况下对其进行抽样。 

基于 RBM 模型的对称结构，以及其中节点的条件独立行，我们可以使用 Gibbs 抽样方

法得到服从 RBM 定义的分布的随机样本。在 RBM 中进行 k 步 Gibbs 抽样的具体算法为：用

一个训练样本（或者可视节点的一个随机初始状态）初始化可视节点的状态 v0，交替进行

下面的抽样： 

 

在抽样步数 n 足够大的情况下，就可以得到 RBM 所定义的分布的样本（即符合θ参数确

定的 Gibbs 分布的样本）了，得到这些样本我们就可以拿去计算梯度的第二项了。 

可以看到，上面进行了 k 步的抽样，这个 k 一般还要比较大，所以是比较费时间的，尤

其是在训练样本的特征数比较多（可视节点数大）的时候，所以 hinton 教授就弄一个简化

的版本，叫做 CD-k，也就对比散度。 

对比散度是英文 Contrastive Divergence（CD）的中文翻译。与 Gibbs 抽样不同，hinton

教授指出当使用训练样本初始化 v0 的时候，仅需要较少的抽样步数（一般就一步）就可以

得到足够好的近似了。 

在 CD 算法一开始，可见单元的状态就被设置为一个训练样本，并用上面的几个条件概

率p(ℎ𝑖 = 1|v)来对隐藏节点的每个单元都从{0,1}中抽取到相应的值，然后再利用p(v𝑗 = 1|h) 

来对可视节点的每个单元都从{0,1}中抽取相应的值，这样就得到了 v1 了，一般 v1 就够了，

就可以拿来估算梯度了。 

下面给出 RBM 的基于 CD-k 的快速学习的主要步骤。 



 

其中，之所以第二项没有了那个 1/n，就是因为这个梯度会对所有样本进行累加（极大

似然是多个样本的梯度的和），最终加和的结果跟现在这样算是相等的。 

 

3.7 马尔科夫蒙特卡罗简介 

下面简介一下马尔科夫蒙特卡罗（MCMC）方法。 

最早的蒙特卡罗方法，是由物理学家发明的，旨在于通过随机化的方 

法计算积分。假设给定函数 h(x)，我们想计算积分∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

a
，但是又没有办法对区间

内的所有 x 的取值都算一遍，我们可以将 h(x)分解为某个函数 f(x)和一个定义在(a, b)上的概

率密度函数 p(x)的乘积。这样整个积分就可以写成： 

∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

a

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑝(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐸𝑝(𝑥),𝑓(𝑥)- 

 

这样一来，原积分就等同于 f(x)在 p(x)这个分布上的均值(期望)。这时，如果我们从分布

p(x)上采集大量的样本 x1, x2, ..., xn，这些样本符合分布 p(x)，即∀i, 𝑥𝑖/∑ 𝑥𝑖 ≈ 𝑝(𝑥𝑖)𝑖 ，那么，

我们就可以通过这些样本来逼近这个均值： 

∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
b

𝑎

= 𝐸𝑝(𝑥),𝑓(𝑥)- =
1

𝑛
∑𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

这就是蒙特卡罗方法的基本思想。 

然后剩下的就是怎么样能够采样到符合分布 p(x)的样本了，这个简单来说就是一个随机

的初始样本，通过马尔科夫链进行多次转移，最终就能得到符合分布 p(x)的样本。上面介绍

的 Gibbs 是一种比较常用的抽样算法。 

 

 

 

 


