
回归和梯度下降

1、基本概念

在回归中，具有代表性的是线性回归和逻辑回归

 逻辑回归：y=sigmoid(wTx+b)

 线性回归：y=wTx+b

也 就 是 逻 辑 回 归 比 线 性 回 归 多 了 一 个 sigmoid 函 数 ，

sigmoid(x)=1/(1+exp(-x))，其实就是对 x 进行归一化操作，使得 sigmoid(x)

位于 0~1,逻辑回归通常用于二分类模型，目标函数是二类交叉熵，y 的值表示

属于第 1 类的概率，用户可以自己设置一个分类阈值。线性回归用来拟合数据，

目标函数是平法和误差。

2、线性回归

2、1 单变量线性回归

方法：线性回归属于监督学习，因此方法和监督学习应该是一样的，先给定

一个训练集，根据这个训练集学习出一个线性函数，然后测试这个函数训练的好

不好（即此函数是否足够拟合训练集数据），挑选出最好的函数（cost function

最小）即可；

注意：

(1)因为是线性回归，所以学习到的函数为线性函数，即直线函数；

(2)因为是单变量，因此只有一个 x；

我们能够给出单变量线性回归的模型：

我们常称 x 为 feature，h(x)为 hypothesis；



从上面“方法”中，我们肯定有一个疑问，怎么样能够看出线性函数拟合的好不

好呢？

我们需要使用到 Cost Function（代价函数），代价函数越小，说明线性回

归地越好（和训练集拟合地越好），当然最小就是 0，即完全拟合；

举个实际的例子：

我们想要根据房子的大小，预测房子的价格，给定如下数据集：

根据以上的数据集画在图上，如下图所示：

我们需要根据这些点拟合出一条直线，使得 cost Function 最小；

虽然我们现在还不知道 Cost Function 内部到底是什么样的，但是我们的目标



是：给定输入向量 x，输出向量 y，theta 向量，输出 Cost 值；

2、2 损失函数（代价函数）

Cost Function 的用途：对假设的函数进行评价，cost function 越小的函数，

说明拟合训练数据拟合的越好；

下图详细说明了当 cost function 为黑盒的时候，cost function 的作用；

但是我们肯定想知道 cost Function 的内部构造是什么？因此我们下面给出公

式：

其中：

表示向量 x 中的第 i 个元素；

表示向量 y 中的第 i 个元素；

表示已知的假设函数；

m 为训练集的数量；



比如给定数据集(1,1)、(2,2)、(3,3)

则 x = [1;2;3]，y = [1;2;3] （此处的语法为 Octave 语言的语法，表示 3*1

的矩阵）

如果我们预测 theta0 = 0，theta1 = 1，则 h(x) = x，则 cost function：

J(0,1) = 1/(2*3) * [(h(1)-1)^2+(h(2)-2)^2+(h(3)-3)^2] = 0；

如果我们预测 theta0 = 0，theta1 = 0.5，则 h(x) = 0.5x，则 cost function：

J(0,0.5) = 1/(2*3) * [(h(1)-1)^2+(h(2)-2)^2+(h(3)-3)^2] = 0.58；

如果 theta0 一直为 0， 则 theta1 与 J 的函数为：

如果有 theta0 与 theta1 都不固定，则 theta0、theta1、J 的函数为：

当然我们也能够用二维的图来表示，即等高线图；



注意：如果是线性回归，则 cost function 与 J 的函数一定是碗状的，即只有一

个最小点。

2、3 梯度下降

但是又一个问题引出了，虽然给定一个函数，我们能够根据 cost function

知道这个函数拟合的好不好，但是毕竟函数有这么多，总不可能一个一个试吧？

因此我们引出了梯度下降：能够找出 cost function 函数的最小值；

梯度下降原理：将函数比作一座山，我们站在某个山坡上，往四周看，从哪个方

向向下走一小步，能够下降的最快；

当然解决问题的方法有很多，梯度下降只是其中一个，还有一种方法叫

Normal Equation；

方法：

(1)先确定向下一步的步伐大小，我们称为 Learning rate；

(2)任意给定一个初始值： ；

(3)确定一个向下的方向，并向下走预先规定的步伐，并更新 ；

(4)当下降的高度小于某个定义的值，则停止下降；



算法：

特点：

(1)初始点不同，获得的最小值也不同，因此梯度下降求得的只是局部最小值；

(2)越接近最小值时，下降速度越慢；

问题：如果 初始值就在 local minimum 的位置，则 会如何变化？

答：因为 已经在 local minimum 位置，所以 derivative 肯定是 0，因此

不会变化；

如果取到一个正确的 值，则 cost function 应该越来越小；

问题：怎么取 值？

答：随时观察 值，如果 cost function 变小了，则 ok，反之，则再取一个更小

的值；



下图就详细的说明了梯度下降的过程：

从上面的图可以看出：初始点不同，获得的最小值也不同，因此梯度下降求得

的只是局部最小值；

注意：下降的步伐大小非常重要，因为如果太小，则找到函数最小值的速度就很

慢，如果太大，则可能会出现 overshoot the minimum 的现象；

下图就是 overshoot minimum 现象：

如果 Learning rate 取值后发现 J function 增长了，则需要减小 Learning rate

的值；

梯度下降能够求出一个函数的最小值；线性回归需要求出使得得 cost function

的最小；因此我们能够对 cost function 运用梯度下降，即将梯度下降和线性回

归进行整合，如下图所示：



梯度下降是通过不停的迭代，而我们比较关注迭代的次数，因为这关系到梯度下

降的执行速度，为了减少迭代次数，因此引入了 Feature Scaling；此种方法应

用于梯度下降，为了加快梯度下降的执行速度；

思想：将各个 feature 的值标准化，使得取值范围大致都在-1<=x<=1 之间；

常用的方法是 Mean Normalization，即

或者：

[X-mean(X)]/std(X);

举个实际的例子，

有两个 Feature：

(1)size，取值范围 0~2000；

(2)#bedroom，取值范围 0~5；

则通过 feature scaling 后，



2、4 多变量线性回归

前面我们只介绍了单变量的线性回归，即只有一个输入变量，现实世界不可能这

么简单，因此此处我们要介绍多变量的线性回归；

举个例子：

房价其实由很多因素决定，比如 size、number of bedrooms、number of

floors、age of home 等，这里我们假设房价由 4 个因素决定，如下图所示：

我们前面定义过单变量线性回归的模型：

这里我们可以定义出多变量线性回归的模型：

Cost function 如下：

如果我们要用梯度下降解决多变量的线性回归，则我们还是可以用传统的梯度下

降算法进行计算：



例如：

1.我们想要根据一个学生第一年的成绩预测第二年的成绩，x 为第一年得到 A 的

数量，y 为第二年得到 A 的数量，给定以下数据集：

x y

3 4

2 1

4 3

0 1

(1)训练集的个数是多少？ 4 个

(2)J(0,1)的结果是多少？

J(0,1) = 1/(2*4)*[(3-4)^2+(2-1)^2+(4-3)^2+(0-1)^2] = 1/8*(1+1+1+1) =

1/2 = 0.5；

我们也可以通过 vectorization 的方法快速算出 J(0,1)：



3、逻辑回归

3、1 逻辑回归模型

回归是一种极易理解的模型，就相当于 y=f(x)，表明自变量 x 与因变量 y 的关

系。最常见问题有如医生治病时的望、闻、问、切，之后判定病人是否生病或生

了什么病，其中的望闻问切就是获取自变量 x，即特征数据，判断是否生病就相

当于获取因变量 y，即预测分类。

最简单的回归是线性回归，在此借用 Andrew NG 的讲义，有如图 1.a 所示，

X 为数据点——肿瘤的大小，Y 为观测值——是否是恶性肿瘤。通过构建线性回

归模型，如 hθ(x)所示，构建线性回归模型后，即可以根据肿瘤大小，预测是否

为恶性肿瘤 hθ(x)≥.05 为恶性，hθ(x)<0.5 为良性。

图 1 线性回归示例

然而线性回归的鲁棒性很差，例如在图 1.b 的数据集上建立回归，因最右边

噪点的存在，使回归模型在训练集上表现都很差。这主要是由于线性回归在整个

实数域内敏感度一致，而分类范围，需要在[0,1]。逻辑回归就是一种减小预测范



围，将预测值限定为[0,1]间的一种回归模型，其回归方程与回归曲线如图 2 所

示。逻辑曲线在 z=0 时，十分敏感，在 z>>0 或 z<<0 处，都不敏感，将预测

值限定为(0,1)。

图 2 逻辑方程与逻辑曲线

逻辑回归其实仅为在线性回归的基础上，套用了一个逻辑函数，但也就由于这个

逻辑函数，逻辑回归成为了机器学习领域一颗耀眼的明星，更是计算广告学的核

心。对于多元逻辑回归，可用如下公式似合分类，其中公式(4)的变换，将在逻

辑回归模型参数估计时，化简公式带来很多益处，y={0,1}为分类结果。

对于训练数据集，特征数据 x={x1, x2, … , xm}和对应的分类数据 y={y1,

y2, … , ym}。构建逻辑回归模型 f(θ)，最典型的构建方法便是应用极大似然估

计。首先，对于单个样本，其后验概率为：

http://www.cnblogs.com/sparkwen/p/3199728.html
http://www.cnblogs.com/sparkwen/p/3199728.html


那么，极大似然函数为：

log 似然函数是：

3、2 逻辑回归中的梯度下降

由第 1 节可知，求逻辑回归模型 f(θ)，等价于：

采用梯度下降法：

从而迭代θ至收敛即可：

演算手稿：



3、3 逻辑回归选用 sigmoid 函数的原因

 在用回归处理二分类问题时，一般会采用单位阶跃（unit-step）函数或者硬

限幅（hardlim）函数，但是这两个函数并不是一个连续的函数，在一个很

小的狭区间内函数会突然从 0 阶跃到 1，没有过渡状态，在处理支撑超平面

的误分类样本点时会发生函数震荡，影响分类精度。

 Logstic 函数虽然不能给出函数的解析解，但是求解其最优解的过程使用了

梯度信息和迭代公式，他可以保证收敛的速度以及最优解的存在。

 Logstic 函数的对数最大似然函数 L(θ)是一个指数和对数函数，它是一个凸

函数，而凸函数有个最重要的性质就是：局部最优即全局最优。从某种程度

上克服了梯度下降的容易导致陷入局部最优的缺点。


