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1、流形上的联络

在广义相对论建立以后，时空上的各种量的平行移动便不再是一个绝对的，

理所当然的性质了，而是在一定的规则下具有一定的选择规范性。而描述一个量

的平行移动最自然最一般的方式便是联络了。现在，我们的讨论不限于时空上，

而是一般光滑流形。所谓联络，顾名思义，便是联系不同点之间的量在某条路径

下平行移动的关系的一个流形结构。

更一般而言，我们描述物质或者物质场都是用的线性空间。比如，对于相对

论中的经典点粒子，描述其运动是用其四速度，当其四速沿其世界线平行移动时，

这条世界线便是该粒子实际的运动轨迹（当只考虑引力作用，而没有其余力的作

用时），这里需要的便是切空间在曲线下平行移动的性质。

现在，让我们来考虑电子，我们都知道，电子除了其轨道运动，还具有其一

个內禀性质：自旋。所以，描述电子运动，我们不仅需要用到切空间，还需要引

入一个描述自旋的空间，不仅需要知道切空间在某条曲线下平行移动的性质，还

需要知道电子自旋空间沿曲线平行移动的性质。简单来说，假如你手你拿着一个

电子，以你头顶作为 z轴，开始的时候，电子处于 z方向的本征态，当你经过某

个过程之后，它应该处于一个怎样的状态？这便需要知道电子内禀空间沿某条线

的平行移动的性质。根据局部等效原理，我们知道，对做测地运动（自由下落）

无自转观者，其局部范围内的所有物理过程和惯性系中的物理过程相同，那么，

我们很容易理解，在局部等效惯性系中，如果电子最开始处于 z方向的本征态，

在经历一段时间过后，它仍然还是处于 z方向的本征态。而对于这个 z方向，是

选取的是自由无自下落无自转观者的上方，z方向也是作为它世界线上的矢量，

并且这个矢量是沿其世界线平行移动的。那么，从刚才的分析，我们不难得出这

样一个结论，代表电子自旋的内禀空间的平行移动是依赖于、或者严格说是至少

部分依赖于切空间的平行移动。在后面的分析中，我们便能知道，确实只是部分

依赖于时空坐标，还有一个复相位部分是不依赖于时空的，是另一个自由的、满

足一定规范条件的平行移动分支，而正是由于它不依赖与时空切空间平行移动的

性质，才能让我们引入另外一种限制它平行移动的量：电磁相互作用。或者简单

来说，电磁相互作用存在的原因便是为了规范这种新的自由性。

在现代理论的研究中，我们不断的发现新的粒子，引进新的自由度。在时空

中引入了许多描述粒子新的内禀属性的内禀线性空间。这些内禀线性空间的引入

也导致了许多新的不能用现在已知的时空或者物质之间的作用规范的平行移动，

从而让我们需要对时空中的平行移动进行一种广义的定义和研究。

现代量子物理主要研究的是场，是以场作为最基本的结构然后进行量子化研

究的。比如描述玻色子，我们便是用复标量场或者是实标量场进行研究的。而描

述费米子则是应用旋量场进行研究的。所谓时空上的场，或者广义来说，流行上

的场，用通俗的语言便是在流行每个点上定义一个量，在这里，一般来说这样一

个量应该是一个矢量。在不过分强调的情况下，我们之后的研究都是基于矢量空

间之上的，维数都是 m维，且所有的矢量场都是至少 2阶可导。
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定义 1.1：设M 是一个微分流行，流行M 上的一个取值在线性空间V 中的 rC 向

量场v是一个 rC 类映射：

:v M V

(M)M V V 记流形 上关于向量空间 的向量场为

当我在时空上用上面的方法定义了向量场之后，便给出了描述物质场的一种

结构。但是，不难发现，这还是不够的，因为物质场在时空中的分布不是任意的，

而是满足一定的约束方程，而约束方程中不乏含有对时空的导数项（比如描述玻

色子的 Klein-Gordon 方程 m
      中便含有对标量场的时空导数项），

就难免需要对时空中各点之间的向量场的向量进行比较，那么不可避免的就要引

入平行移动，也就是联络的概念。

以上分析我们知道，要描述一个物理场，就应该构建一个从时空到描述该物

质性质的线性空间的映射。为了求场量沿时空的导数，我们便需要引入该向量沿

线平行移动的性质。为了可以更方便、更自然的描述物质场，我们可以把描述物

质场的这个线性空间粘贴在时空上，为了很好的定义平行移动的概念，就需要建

立不同点之间的线性空间之间的联系，很自然的我们应该能想到，我们不能这样

单纯的把线性空间粘贴起来，而应该把这些线性空间光滑的粘贴在时空上，让他

们构成一个更大的光滑流形。

定义 1.2:设 F、M 和 P是一个流形，存在到上的（满射）光滑投影映射 ：

P M ，满足：

,x M  存在U M 是 x的领域，使得 1[ ]U  和U F 微分同胚。

则称 P是以M 为底流形，F为其纤维结构的纤维丛。

注：其中 1[ ]U  定义为 1[ ] : { [ ] , }U p P x p x U       。

定义 1.2： ( )V M 称为M 上的矢丛，若 ( )V M 是以M 为底流形，V 为其纤维结构

的纤维丛。

定义 1.3：矢丛 ( )V M 上的一个 rC 类截面 v 是个 rC 映射 v： ( )M V M 。满足：

:v id M M  

从上面的定义可以看出，流形M 上的一个取值在向量空间V 上的一个 rC 类

向量场就是以流形M 为底，V 为其纤维结构的矢丛 ( )V M 上的一个 rC 类截面。

那么，当我们有了这样的联系之后，我们便可以把向量在流形上沿某条路径平行
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移动转化到向量丛空间中进行研究。为了用向量丛很好的研究平行移动，我们先

对流形上的曲线下一个定义。

定义 1.4：设M 是一个光滑流行，M 上的一条 rC 类曲线 是一个 rC 映射 ：

( )
M

t t M






有了以上的一些基本定义之后，下面我们便可以对矢量场沿某条曲线的平行

移动进行研究了。首先，我们先在不引入丛的概念下引入平行移动的概念。先从

时空中物质和物质场属性空间平行移动的性质出发，将其抽象化为构建成流形上

联络的数学定义。

注：记 x点的一个向量空间为 xV 。

直观来看，假设你手中拿了两个回转仪，即该仪器的指针是自由的，你的运

动只对其质心有作用，不难相信，如果两个回转移的指针开始有的夹角，不难

相信，无论你做何种运动，经历何种过程，它们之间的夹角都保持不变。用数学

语言将其抽象出来便是：设 1 2 1 2, , ,xv v V v v v x M    ，将两矢量经过任何曲线

平移到 x M ，平移后的矢量满足 1 2' ' 'v v v  。并且不难相信，这样的条件给出

的更一个一般性的描述便是平行移动保线性关系。

定义 1.5：设M 是一个光滑微分流形， M   是M 上的一条曲线，则定义可

逆线性映射
0
( )t

t  ：
0 t

V V  ，满足

1 2, , ,
o

v v V F   

0 0 0

1 1

0 0

1 2 1 2

'
' 0 0 1 1

( )( ) ( )( ) ( )( )

b ' '( ) ' ' ' ' ,
' '

( ')( ) ( )( ) ' ' ' '

t t t
t t t

x
t t
t t

v v v v

t t t t t t M
t t v V

v v t t t t

      

  
 

     

     

     

      

            



（a）线性性：

（ ）在曲线参数变换下： ，

， 满足：

其中 ；

则称
0
( )t

t  是矢量空间流形M 上矢量空间V 沿曲线 从 0 到 t 的平行移动算符。

从以上的定义，我们可以看出，在作参数变换的前后，曲线 和 ' 在流形上

的像相同，只是描述它们的参数不同而已。在时空上这就表现在在时空上的曲线

（世界线）是绝对的，而参数的选取是任意的，即你可以选取不同的参数对其进

行描述，并且矢量沿某条曲线的平行移动也是绝对的，不依赖于参数的选取。从
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以上的分析可以看出，这样的定义是合理的。

有了平行移动算符，我们便可以对流形（单连通流形）上任意两点的矢量进

行比较、运算。便可以求矢量场沿某条曲线相对曲线参数的变化率，定义向量场

沿流形上某个方向的导数。

定义 1.6：
t

D v 称为向量场沿曲线 t t    方向在 t  点处对参数 t的协变导

数，定义为：

0

1lim [ ( ) ( ) ( )]
tt

t t
tx

D v v t t v t   

 
        



( ) ( ) ( ) ,t t
t t tv t t v t V

M

M

  
         从以上定义，我们能够看出矢量 、 在同一点

的矢量空间内，所以对其进行加减运算是合理的。

有了以上的定义，我们便可以对流形 上的任意向量场定义沿某条曲线的参

数的协变导数。但是，从上面的定义我们可以看出，这样的定义也是即不方便的

，该协变导数不仅要依赖于曲线的选取，而且还要依赖于曲线参数的选取。这样，

如果我们想要知道该向量场在流形 上的变

0

,

x

t

M x X T M
dt t t X
dt
M

  




      

化情况，就需要在流行每个点上定义

各个方向的曲线，而且对其参数的选取还要极为小心才可，所以，我们应该寻求

一种相比以上定义能更好描述向量场在流形上的变化的导数算符的定义。

    我们都知道，流形 上 点的所有向量 都能找到过该点的一个一条曲

线 满足， 。经过以上分析我们很容易看出，利用定义1.6我

们可以定义出流行 上的向量场在某点处沿切向量的导数。即有如下定义：

定义 1.7：

00

0

:
1lim [ ( ) ( ) ( 0 )]
t

0 ;

t
X t

t

V P M v
D

D v v t v

dx x t X
dt

  

  



 



     


     

量空间 上的向量场, 是其上定义的平行移动，则可以定义 上关于向量场 的联

络（协变导数）

其中 是过 点的一条曲线，满足

,
X x

x

v X

v X x D v V
X

v M



    有了以上的定义，我们便可以定义出向量场 在在某点 方向的导数。我们知

道，在向量空间中，某个向量对某个参数求导，仍然还是向量。所以，我们不难

看出，向量场 在在某点处 方向的导数仍然是 处的一个向量，即 。从这

个性质处发，我们不难知道，如果流形每个点上都取一个切向量 然后在每个点

利用该切向量对向量场 求协变导数，即所得结果就相当于在流形 上每一点选定

一个向量，如果我们选取的这个切向量是光滑的，不难相信，如此得出的向量场也

是光滑的。即我们有下述性质。

xM X T M x v M设 是光滑微分流形， 是 处的一个切矢量， 是 上取值在向
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性质 1.1：

1 2

00

1 2 0 1 20

1 20

( ) ( )= ( ) ( )
1lim [ ( ) ( ) ( 0 )] ( ) 1.7
t

1lim {[ ( )+ ( )] ( )[ ( 0 ) ( 0 )]}
t
1= lim {[ ( )+ (
t

t
X t

t

t

t

x M
a v x v x v x

D v v t v t

v t v t v v

v t v

 

   

        

   



 



 

 

 



      


           


  


证明：要证这些性质，只需证 它们都成立即可

设

，其中 满足定义 中的条件。则

0 1 0 2

1 0 1 2 0 20

1 0 1 2 0 200

1

)] [ ( ) ( 0 ) ( ) ( 0 )]}

1lim { [ ( ) ( ) ( 0 )] [ ( ) ( ) ( 0 )]}
t
1 1lim [ ( ) ( ) ( 0 )] lim [ ( ) ( ) ( 0 )]
t t

t t

t t

t

t t

tt

X X

t v v

v t v v t v

v t v v t v

D v D

     

       

       

 

 

 

 

 

  

         

             


             
 

  2

00

00

a
( ) (V(M)) , (V(M)) (

'( ) ( ) ( ) ,
'( ) [ ( ) ( )]

1lim { ( ) ( ) ( )[ ( 0 ) ( 0 )]}
t
1lim { ( ) ( ) ( 0 ) ( )[ ( 0 )]
t

X X

t

t

t

t

v

b X v f C M
v x f x v x

D v x D f x v x

f t v t f v

f t v t f v

    

    





 



 

   

 
 

            


            


注：其中第三步用到定义1.5（ ）。

， )

令 则



00

00

0

}

'( ) ( ), '( )

'( ) '( ) '( )

1'( )= lim { '( ) ( ) '(0) ( )[ ( 0 )]}
t

1lim {[ '(0) '(0)] ( ) '(0) ( )[ ( 0 )]}
t

1'(0) lim

t
X t

t

t

t

f t f t f t t

f t t f t t f t
t

D v x f t v t f v

f t f v t f v
t

f



  

  



 



 

 

  


    


         



          

 



令 则 是以 为自变量的域 上的函数，则有

0[ ( ) ( ) ( 0 )] [ '(0)] ( 0 )
t

'(0) ( 0 ) [ '(0)] ( 0 )

0 ; '(0) ( 0)) ( )( )

'( ) [ ( )( )] ( ) ( ) ( )

t

X

X X

v t v f v
t

f D v f v
t

x f f X f x
t t

D v x X f x v x f x D v x

   

 

 

 
         

 


      


 
     

 
  

有

: (T(M)) (V(M)) (V(M))M D D   流形 上的联络 是一个映射

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

(V(M)) , (V(M)) (
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

X X X

X X

fX gX X X

X X X v v v f g C M
a D v v D v D v
b D fv X f v fD v
c D v fD v gD v

 
   





    
  
 
 

且 、 、 、 、 ， 、 ， 、 )有
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0

0 0

( )

( ), '( ) ( , ( )

' ( ) ( )

fX X

t

t t

c D v fD v

dM x t X x t at a f x
dt

d dt a t f x X x
dt dt

   

 



 



     

     

先证

设 是 上过 的一条曲线，满足 易证 其中

则

1 1

0 0

00

00

00

'
' 0 0 1 1

1( ) lim [ ( ' ) ( ') ( 0 )]
t
1lim [ ( ) ( ') ( 0 )]
t
1lim [ ( ) ( ') ( 0 )]
t

1.5( ( ')( ) ( )( ) ( ' ' ' ' ;)

'

t
fX t

t

t

t

t

t t
t t

D v x v t v

v a t v

a v a t v
a

b v v t t t t

t

  

  

  

     

 



 



 



 

      


       


       

            

  

又由定义 ）： 其中 ；

和

0 0

00

'
( ') ( )

1( ) lim [ ( ) ( ) ( 0 )]
t

( )
( ) ( )

t a t

a t
fX t

X

X

fX X

at t a t
v

D v x a v a t v
a

aD v x
f x D v x

D v fD v

 
 

  

 



 

       

  

        





 

得

1 2 1 2

1

, ,
: , ( ) 0,( 2... )

: ( ) ( ( )), ( )=X ,

' ,

X X X X

n n

n

D v D v D v

n M x M U
U x x n
U M x t x t x t t

x
x U

 

    



  
  





 

 

   

  

 

 




再证

维流形 局域同胚于 则 存在其领域 和 中开集同胚，则存在坐

标映射 中开集 且满足 其中 、

是 中的一条过 点的曲线，满足 其中 后面

的X 是一个常数，容易想象该曲线是满足在坐标系中其坐标显示为直线的过 的曲

线，易知 有且仅

0

1

0

0

'

{ ( )}, { ( ')} ( ')=

( ) ( ),

, ( ) ( ( )), ( )=X ,

( ) lim

x

A A A
t

A

x
t

X A t

x x V
x U x x

x U

dX X T M t x t x t t t X
x dt

D x





    


   

 

  







 




       





有一条连接 与 的上述曲线。若我们在 中选取一个基底

则我们可以通过曲线 在 中每一点定义一个基底 ，满足

利用上述构造方法，我们便可以得到一个 上矢量空间的一个光滑基

底场。

易证， 其中 满足

则 0

0

1 [ ( ) ( ) ( 0 )]
t
1lim [ ( ) ( )]
t

0

t
A A

A At

t

t t
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1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

a ( ) ,

( ) ( )( ) [ ( )( )] ( )

( ) [( )( )( )] ( )

[ ( )( )] ( ) [ ( )( )] ( )
( ) ( )

A
A

A A
X X A A

x
A

X X A
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X X

v V M v v
D v x D v x X v x x

X X T M
D v x X X v x x

X v x x X v x x
D v x D v x



 



 


   

 

 

 

 
 

由性质（ ）（b）可得 ，

则有 、

定义 1.8：

* *

* 1

1

= ( )

( )
( )= ( ,C ( ))

x x x x x

r

T M T M T M T M x
M M M

M T M A M
A M TM M

 


   

 





下面，我们先来考察余切向量，我们都知道余切向量是切空间到域 上的线性

映射，其定义为 ， ，即 是一个映射 。当 取

遍整个流形 时， 称为流形 上的余切向量场，也称为流形 上的一形式场，流

形 上的所有余切向量场组成的集合记做 （余切场）或者 （1形式场）。

从以上的分析我们不难知道 ，作为推广，我们不要求


 

M M
该

映射是到流形 上函数的映射的，而是到流形 上任意向量场的映射。有如下定义

: (T(M)) (V(M)) (V(M))
(T(M)) (V(M))

(T(M)) (V(M))

(V(M))

D    

 

 



根据前面对联络的分析，可以看出，联络算子

是一个线性依赖于 在 中的算子。现在，我们做一个比较直观的假设，

我们把联络算子看成做一种拌菜的调料，而 和 是这个菜所需的原料，

如果我们有了做这个菜的调料和原料，我们便能把这个菜做出来，而这个菜代表了

。现在，如果你今天运气不是太好，出门没有买到第一 (T(M))

(V(M))
(T(M)) (V(M





 

种原料 ，然

后回到家却尝试着把调料和第二种原料混合了起来，变成了一种新的菜。值得注意

的是，如果你有锲而不舍的精神，去找了很多商店，最后还是把第一种原料买了回

来，把它在加入到刚刚做好的那种新菜中，便又做好了你最初想要做的那道菜，也

就是 。现在，我们再来考察开始缺少第一种原料的新菜，我们可以把它当成

一个工具，只要你放入第一种原料 ，它就变成你最初想要做的菜 ))
(V(M))

(T(M)) (V(M))
(T(M))
(V(M))



 





。如

果抽象成数学概念，第二种原料和调料料混合，就相当于联络算子作用在 上，

然后它们最后得到的成果便成了一个算子，该算子作用在 就变成了 。

并且，从性质1.1，我们还能知道，该算子在 上的作用是线性的。(注：以上

叙述中的第二种原料和最后的成品虽然都用 代表，但是代表的是不同的东西)

1
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个

设 是 维流形，其上有线性空间 结构，则定义线性映射

称为流形 上取值在线性空间 上的 形式，简记为值在 上的 形式。记所有值在

上的 形式为 ， 。当 取作 时， ， ，称为 上的一形式场。

注： ， 则（ 、 、、 ） 如果在

 

{ }, = ,

1 ( )

A A
A A

A l

M
V

M A M
     

 

流形 选取关于

的标架场 则 可在该组基地场下展开，有 其中其中每个系数 都是

流形 上的 形式场，即 。
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(...)(V(M)), D ( ) ( ), ( )

(T(M)) (V(M)) ( )
1

v v D v D v
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    所以，综上， 记 为 易知它是一中线性映射 ：

，从定义1.8，我们很容易看出 是流形 上的取值在线性空间

上的 形式。

定义 1.9：

性质 1.2： 1

1 2

1 2 1 2
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流形上的联络 是一个映射 ： ，

、 、 ， 、 ， 、 )有

证明：性质（ ）按定义易证，现证（ ）。

又



[ ( )( )]
[ ( )]( )

( ) ( )

f D v X
df fD v X

D fv df v fDv


 

  

( )), ( ) ,
( )(X) ( )X

M V D v V M X T M
D v D v

   

流形 上关于向量空间 的联络为 ， 定义

。
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2、联络在局域坐标系下的性质

x

M V

V

上一小节我们给出了联络的定义，选定流形 上关于向量空间 的联络就是

选定向量沿曲线的平行移动，也便是给出流形上向量场的协变导数运算，大家都

知道，向量空间是一个抽象的空间，虽然里面定义了向量的加法和数乘运算，但

是抽象描述它沿曲线的平行移动也是极为困难的，所有，我们需要将向量场解析

表达出来，把抽象运算转换为代数运算。即我们需要在流形的每点都选定向量空

间 的一组基底，由微分流形的性质，我们知道，在流形的

{ }, ( ) ,

{ } , { }
A

A A
A A A

M V

M V v V M v
v v v v



  

  



每一点都存在领域，

一定能找到流形 关于向量空间 的光滑标架场，在后面的讨论中，在不强调的情

况下，我们都是指的光滑标架场。

    在流形 上选定关于向量空间 局域标架场 可在基底场

下展开，有 其中 是向量场 在基底场 下的分量。

1 1

1
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则

由 、 ，知 ，所有 可在基底 下

展开，记为 由上一小节定义 注释知 称 为流形 上

关于 的联络 形式。则

从上面的分析我们可以看出，当选定了基底场 后，只要给出每个基底的协

变导数，就能把任意向量的协变导数表达出来。下面，我们就着重讨论基底场的协

变导数的性质。

性质 2.1：

    即联络1形式不能作为张量场分量来看待，因为它不满足张量场分量的坐标

变换规则（张量变换律）
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设 、 是流形 上两个关于向量空间 的标架场， 、 分别

是联络在 、 下的联络 形式， ，则

证明：
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以上的分析我们是把它写成分量的形式进行研究的，下面我们把向量空间中

的向量写成矩阵形式。即当我们选定基底场 后， 可写成

1 { }A





则我们可以写出联络 形式在基底 下的矩阵表示
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记 也称为联络 在基底 下的联络 形式。

设基底 为另一个基底场，与 之间的变换关系为

其中 是一个可逆矩阵。 、 分别为它们的联络

形式，则有
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如果我们在流形 上取局域坐标系，则它会在切空间中诱导一个自然切标架

场和余切标架场，向量空间 上的在基底 下的联络一形式 可在该自然余切标

架场展开。设 为 上的一个局域坐标系，则 为其诱导的余切标架场，则

由前面分析可知 则它可以在余切标架场 下展开，有

写成矩阵形式， 。
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从导数算符的定义，我们很容易知道 是过 点的 坐标轴的积分曲线

的以 为参数的协变导数，我们称 为在坐标系 下的协变导数， 为其联络

系数。

 下面我 ,

{ } { } { },

{ } { }

x xV T M

x dx
x

D x
x

 















们分析一种特殊的联络，切空间上的联络。我们只需要另 便可

以把前面的结论用于切空间上面。当我们选取了局域坐标系

后，便会在切空间和余切空间内诱导出自然切标架场 和余切标架场

同前面分析一般矢量空间情况类似，我们只需要知道联络在切标架场下的联络1形

式，下面我们不直接求联络1形式，而是求联络 在坐标系 下的关于标架场

的联络系数，且用分量形式，我们

{ }

D
x x

D x

 
  


  

 




 
 

 


记为 。

则

我们称 是联络 在局域坐标系 下的联络系数。

性质 2.2：

2
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设 和 是流形 上两个局域坐标系且两者之间存在坐标变换， 、

分别为联络 在局域坐标系 和 下的联络系数，则

证明：

2
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D
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性质 2.3：

我们知道，在经典理论中，描述点粒子的运动是用其四速度以及它构造出来

的力学量，利用它们在时空中的协变导数给出运动方程，我们先抛开物质场是如

何决定时空联络这件事，假定时空中切空间的联络已经确定，那么粒子的在不受

到其他力的时候其世界线应该满足怎样的方程？根据对时空图的分析，我们都知

道，粒子的四速度应该是粒子的世界线在其固有时下的切向量。那么，对于自由

粒子，它的世界线的切向量又具有怎样的性质呢？根据相对论的基本原理，在不

受其他力的时候，粒子实际世界线应该具有切矢沿线平移的性质，我们称满足以

上条下的曲线称为测地线。即推广到一般流形上，有如下定义。

定义 2.1：

2

2
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注：若流形 上选定局域坐标系 测地线方程在局域坐标系中表为

容易看出上式 中 、 对称，利用 、 对称可将上式改为

其中

容易看出若该联络是无挠的（其中挠率定义为 =2 ）,则有 。

证明：利用性质2.3，易证上式。
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 是 中的一条曲线， ，若 满足

则向量场 沿线平移，在选定 上标架场 和局域坐标系 后，上式表为：

0
M M M

D




 





是 中的一条曲线，我们称它为流形 测地线，若满足


